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摘  要：针对平面弹性力学问题，利用最新顶点二分法，设计了一种不需要标记振荡项和加密单元不需要满足“内

节点”性质的自适应有限元法；利用自适应加密过程中每层网格上只有局部单元需要加密这一特性，设计了一种

基于局部松弛的多重网格法。数值实验结果表明：该文设计的自适应有限元法具有一致收敛性和拟最优计算复杂

度，基于局部松弛的多重网格法对求解弹性力学问题自适应网格下的有限元方程具有很好的计算效率和鲁棒性。 
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ADAPTIVE FINITE ELEMENT METHOD AND LOCAL MULTIGRID 
METHOD FOR ELASTICITY PROBLEMS 
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Abstract:  In this paper, an adaptive finite element (AFEM) method is designed by using the newest vertex 
bisection for linear elasticity problems in two dimensions. This method marks exclusively according to the error 
estimator without special treatment of oscillation and performs a minimal element refinement without the interior 
node property. Furthermore, a type of multigrid method based on the local relaxation is applied to the AFEM 
discrete systems by using the special properties during refinement. The results of various numerical experiments 
are shown that the proposed AFEM method is uniformly convergent and has quasi-optimal numerical complexity. 
The resulting multigrid method is much more robust and efficient in CPU times than the usual multigrid methods. 
Key words:  elasticity problems; adaptive finite element method; quasi-optimal complexity; local relaxation; 

multigrid method 
 
弹性力学问题的求解在科学计算和工程技术

上都是很重要的问题，如对微电子机械系统中的多

体问题进行数值模拟时，常常需要进行弹性分   
析[1]。但由于问题本身及求解区域的复杂性，一般

很难得到它们的解析解，有限元法是目前进行弹性

分析的最常用的数值方法之一[2―3]。 
在实际应用中，有许多因素使得弹性问题产生

强奇性解，如物理区域是一个非光滑的几何区域(如
凹角或裂缝等)，材料常数不连续，应力集中等。虽
然这些奇性在进行数值求解时可以通过一致加密
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网格来克服，但是一致加密会引起计算代价的剧烈

增加，这是因为由一致加密所带来的自由度的指数

增长，它会导致包括计算机的物理内存和 CPU 时
间的剧烈增长。自适应有限元方法可以根据解的性

态来进行网格点的自动分布，能够有效克服由网格

一致加密所导致的自由度过度增长的求解困难，用

最小的计算量获得最大的计算精度，因而在现代工

程计算中得到广泛的应用[4―10]。 
目前，在工程计算中广泛使用的是基于 Z-Z型

后验误差估计的自适应方法[4―7]。在自适应有限元

理论分析方面也有大量的研究工作，如文献[11]中
介绍了一类自适应有限元方法的后验误差指示子，

并给出该误差指示子的上下界估计；文献[8,12―13]
中介绍了自适应混合有限元方法的后验误差指示

子，并给出了上下界估计；文献[9]介绍了一类自适
应间断有限元方法的后验误差指示子，同时说明了

该误差指示子的鲁棒性。另外，在自适应有限元算

法中，求解模块是影响有限元分析整体效率的主要

因素之一。研究基于自适应网格的有限元离散化代

数系统的快速算法是非常必要的。近年来发展的基

于局部松弛的多重网格法，在自适应有限元分析中

取得了很好的求解效率[14―15]。现有的这些方法基本

上是针对标量椭圆方程而设计的，对方程组的情形

(如弹性力学问题)，这方面的工作还很少。 
本文将文献[16]中后验误差估计子和文献[17]

中针对 1H 型标量椭圆方程的自适应有限元算法的

思想应用于平面弹性力学问题，再利用最新顶点二

分法，设计了一种不需要标记振荡项和加密单元不

需要满足“内节点”性质的自适应有限元法。然后，

利用自适应加密过程中每层网格上只有局部单元

需要加密这一特性，设计了一种基于局部松弛的多

重网格法。数值实验结果表明，相应的自适应有限

元法具有一致收敛性和拟最优计算复杂度，基于局

部松弛的多重网格法对求解弹性力学问题自适应

网格下的有限元方程具有很好的计算效率和鲁  
棒性。 

1  模型问题及高次有限元离散 
考虑如下平面弹性力学问题： 
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其中： 2RΩ ∈ 为有界的 Lipschitz 多边形区域，

D SΩ Γ Γ∂ = U 且 D SΓ Γ ≠ ∅I ；u为位移向量； f
为外力； Sg 为边界 SΓ 上的面力； T( , )x yn n=n 为边

界 SΓ 的单位外法线向量；算子 ( , )a bL 和D分别为： 
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这里，λ µ、 为拉梅常数，它们可由弹性模量 E和泊
松比ν 表示为： 
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引入空间 1 1 2{ | ( ( )) , | }
D D

HΓ ΓΩ= ∈ =H u u u 0 及
1 1 2{ | ( ( )) , | }

S D
HΓ ΓΩ= ∈ =H u u u g ，则问题式(1)对

应的变分问题可描述为：求 1
SΓ∈u H ，使得对任意

的 1
DΓ∈v H ，下式总成立： 

( , ) ,a =u v f v%              (3) 

其中， T( , ) ( ( , ) ) ( , ) d dx y x ya x y
Ω

= ∂ ∂ ∂ ∂∫u v L v DL u ，

, d d d
S

Sx y s
Ω Γ

= ⋅ + ⋅∫ ∫f v f v g v% 。 

假设T 是Ω 的一个协调的形状正则的网格剖
分。定义其上相应的 p次有限元空间为： 

( )pV =  
( ) ( ) 2 ( ) 2{ | ( ( )) , | ( ( )) , }p p p

pC PτΩ τ τ∈ ∈ ∀ ∈T T Tv v v T  

其中, ( )pP τ 表示单元τ 上次数不超过 p的多项式的

集合。图 1分别给出了线性元、二次元和三次元对
应的单元节点分布情况。 

 
(a) 线性元 (p=1) 

 

(b) 二次元(p=2)               (c) 三次元(p=3) 
图 1  几种典型单元的节点分布 

Fig.1  Nodes of some typical elements 
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变 分 问 题 式 (3) 的 有 限 元 提 法 为 ： 求
( ) ( ) 1

S

p pV Tu H ，使得对任意的 ( ) ( ) 1
D

p pV Tv H ，

下式总成立： 
( ) ( ) ( )( , ) ,p p pa T T Tu v f v          (4) 

设问题式(4)的有限元方程的矩阵形式为： 
( ) ( ) ( )p p pT T TA U F             (5) 

在实际计算中，有许多因素可能导致问题产生

强奇性，这些奇性在进行数值求解时虽然可通过一

致加密网格来克服, 但相应地会导致计算机的物理

内存和计算 CPU 时间的剧烈增长。而自适应方法

可根据解的性态来进行网格点的自动分布，用最小

的计算量可获得最大的计算精度。下面，我们介绍

一种不需要标记振荡项和加密单元不需要满足“内

节点”性质的自适应有限元方法。然后，利用自适应

加密过程中每层网格上只有局部单元需要加密这一

特性，设计了一种基于局部松弛的多重网格法。 

2  自适应有限元法 

本节介绍本文设计的适应有限元法(Adaptive 

Finite Element method，AFEM)。 

给定一个初始剖分 0T ，通过局部加密得到一个

嵌套的协调的网格序列 1{ }k kT ≥ ，其中 1k kT T 主

要由如下 4 个模块构成： 

求解估计标记加密 

下面，我们对上述 4 个模块进行简单介绍。 

1) 求解模块。 

对给定函数 f 和 Sg 及给定的协调网格 kT ，求

得离散变分问题式(4)的解 ( ) ( )p p
k kVu ，其中 ( )p

kV 是

定义在网格剖分 kT 上的 p 次有限元空间。 

2) 估计模块。 

该模块主要计算 kT 上各个单元的误差指示子。

为此，我们首先介绍弹性力学问题的误差指示子。

给定一个协调的网格剖分 kT ，对于任意满足

1 2e    的内部边，其中 1 和 2 分别是 kT 中的单

元，设 T( , )e x yn nn 为边 e 的一个指定的单位外法

向量，则定义跨边 e 的跳跃量为： 

1 2
[ ] | ( | ) | ( | ) |e e eq q q              (6) 

对任意 k T 和内部边 e ，基于单元的残量和

跨边的跳跃量分别为：  
( ) ( )( ) | ( ) |p p
k kR   u f Lu , 
( ) T ( )( ) | [ ( , ) ( , ) ] |p p
k e x y x y k eJ n n  u L DL u 。 

对给定的 k T ，其后验误差指示子可定义为： 

2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2
0, 0,

\

( , ) ( ) ( )
k

p p p
k k k e

e
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 

 
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(7) 

其中， 1/2h   。 

任意的集合 k kM T ，定义 2 ( )( , )
k

p
k kM T u  

2 ( )( , )
k

k

p
k

M
 


 T u 。对于给定的网格剖分 kT ，利用离

散变分问题式(4)的解 ( )p
ku 及误差指示子的定义，则

可得到 kT 中每个单元的误差指示子。具体算法

如 下： 

算法 1 (误差指示子的计算) 已知 f 、网格剖分

kT 及离散变分问题的 ( )p
ku ，则单元 k T 的误差指

示子 2 ( )( , )
k

p
k T u 的计算流程为： 

① 计算单元 的尺寸 1/2h    。 

② 利用数值积分公式计算 ( ) 2
0,

p
k   f Lu 。 

③ 计算单元 的三条边的跳量。不妨设当前处

理的边为 e ，若 e 为边界边，则该边的跳量为零；

否则，分如下三步处理： 

a ○ 计算边 e 基于单元  的单位外法向量
T( , )e x yn nn 。 

b ○获得与边 e 相邻的另一个单元的编号，不妨

设 为 1 ， 并 计 算 T ( )( , ) ( , ) |p
x y x y kn n  L DL u 和

1

T ( )( , ) ( , ) |p
x y x y kn n  L DL u 。 

c ○计算边 e 上的跳量： 

1

( ) 2 T ( )
0,

T ( ) 2

( ) ( ( , ) ( , ) |

                      ( , ) ( , ) | )

p p
k e x y x y k

p
x y x y k

J n n

n n




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u L DL u

L DL u
 

④ 累加得单元 的误差指示子 2 ( )( , )
k

p
k T u ，即 

2 ( )( , )
k

p
k  T u  

2 ( ) 2 ( ) 2
0, 0,

\

( )p p
k k e

e

h h J  
 

     f Lu u  

3) 标记模块。 

本文采用文献[18]中提出的Dörfler标记策略来

选择需要加密的单元集合。对给定的网格剖分 kT ，

单元误差指示子序列 2 ( ){ ( , )}
k k

p
k   T Tu 及标记参数

(0,1)  ，选取一个满足如下 Dörfler 标记条件且

单元个数最少的集合 kM ： 
2 ( ) 2 ( )( , ) ( , )

k k

p p
k k k kM T Tu u T≥        (8) 

注 1：在自适应有限元法的最优复杂性分析中，可

以证明，存在 的一个上界 * 1  , 使得自适应有限

元算方法是最优的，因此 1  。对平面弹性力学问

题，一般可取 0.5  。 

4) 加密模块。 
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本文采用最新顶点二分法 (newest vertex 
bisection)生成网格 1k +T 。设τ 是一个标记了最新顶

点(该点所对的边最长)的三角形单元，最新顶点二
分法就是将单元τ 中最新顶点所对的边一分为二，
得到 2个新的单元，并为 2个子单元标记最新顶点，
如图 2(a)所示。这种加密单元并不需要满足“内节
点”性质(图 2(b)为含内节点的单元剖分)。对于任
意的形状正则的网格剖分 kT 和一个包含标记单元
的子集合 k kM ⊂ T ，采用最新顶点二分法可以得到
一个形状正则的协调的网格剖分 1k +T ，有关详细介

绍请参见文献[10]。 

 
(a) 最新顶点二分 

 
(b) 含内节点的剖分 

图 2  两种不同的单元加密方法 
Fig.2  Two different refinement methods 

利用上述 4 个模块及算法 1，可以得到求解弹
性力学问题的自适应有限元算法。 
算法 2 (AFEM算法) 设 f 、 Sg 为给定的函数，θ

和ε 分别为给定的 Dörfler参数和控制精度，求解弹
性力学问题的自适应有限元法的算法流程为： 
① 给定一个初始网格 0T ，令 0k = 。 

② 调用求解模块，获得 kT 上的数值解 ( )p
ku 。 

③ 调 用 算 法 1 ， 获 得 2 ( )( , )
k

p
kη τT u ， 若

2 ( )( , )p
k kη εu T ≤ ，则算法结束；否则，做以下各步： 
④ 调用标记模块，获得网格 kT 上需要加密的

单元集合 kM 。 
⑤ 调用加密模块，生成网格 1k +T 。 

⑥ 令 1k k= + ，转至②。 
与通常的 AFEM算法相比，上述算法由于不需

要标记振荡项，加密单元也不需要满足“内节点”

性质，所以便于程序实现。 

3  基于局部松弛的多重网格法 
在上述 AFEM算法中，求解模块是其中的主要

模块，它是影响有限元分析整体效率的主要因素之

一。近年来发展的基于局部松弛的多重网格法，在

自适应有限元分析中取得了很好的求解效率。本

文，我们将这种方法应用于弹性力学问题自适应网

格下线性有限元方程的求解，数值实验结果表明，

这种多重网格法具有很好的计算效率和鲁棒性。 
设 0T 和 0V 分别为初始网格及相应的线性有

限元空间， kT (1 )k J≤ ≤ 为利用 AFEM算法 2得
到的嵌套网格序列，其中 kT 是由 1k −T 加密生成的，

kV 为相应的线性有限元空间， kN 是 kT 上所有内

部节点构成的集合。对任意的节点 kN∈x ，记 kφ x为

kV 中对应于 x的基函数。通常的多重网格法是对

kN 中 所 有 节 点 均 进 行 磨 光 处 理 ( 如 调 用
Gauss-Seidel 松弛迭代对 kN 中所有节点均进行磨

光)，而基于局部松弛的多重网格法仅需对 kN 中与
加密单元相关的部分节点进行磨光。为此，定义如

下指标集： 
*

{ : supp( ) supp( ) ,k k k kN N φ φ= ∈ ≠ ∅x xx I  
* }kNx 是 中任意的新增节点         (9) 

为方便起见，记 { , 1, , }j
k k kN x j n= = L ，

j
kj

k kφ φ= x
为

对应于节点 j
kx 的节点基函数，其中， k kn N=| |，

这里 kN| |表示集合 kN 中的元素个数。图 3给出了

一种简单加密情形下的三种指标集合。 

 
图 3  1 {1,2,3,4,5}kN − = , {1,2,3,4,5,6}kN = 及

{2,3,4,5,6}kN =  
Fig.3  1 {1,2,3,4,5}kN − = , {1,2,3,4,5,6}kN = and 

{2,3,4,5,6}kN =  

设弹性力学问题在自适应网格网格 kT 下的线
性有限元方程为： 

, 1k k k k J=A u f ≤ ≤         (10) 
对 任 意 的 (1 )kj j n≤ ≤ ， 定 义 算 子

:j
kP span( )j

J kV φ→ ，且满足： 

( , ) ( , ),       j j j
k k k Ja a Vφ φ= ∀ ∈P w w w    (11) 

这样，基于 ,1kN k J≤ ≤ 的局部 Gauss-Seidel

松弛算子可定义为： 

4 

5 

1 

2 

3 
6 
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1

1
( )

kn
j

k k k
j

−

=

 
= − −  

 
∏R I I P A        (12) 

求解式(10)的 V-cycle多重网格迭代格式为： 
( 1) ( ) ( )( ),   0,1,m m m
k k k k k k m+ = + − =u u B f A u L   (13) 
对任意给定的 kV∈g ，算子 :k k kV V→B  

(1 k J≤ ≤ )，计算 kB g的非递归形式的算法为： 
算法 3 (计算 kB g ) 

=r g  
For , 1, ,1i k k= − L  
    0i =v  

0i =r  
( )i i i i i← + −v v R r A v  

( )i ins←r r  
T

1( ) ( )i
i i i−← −r P r A v  

End For 
1

0
−=b A r  

For 1,2, ,i k= L  

    1
T ( )

i
i i

i i i

−← +

← + −

b v P b

b b R r A b
 

End For 
k =B g b  

其中 , 1{ , , }
ii nns k k= L , ( )insr 是由向量 r 的第

1 2, , ,
ink k kL 个分量构成的向量。 

注 2：在上述算法 3中，第 i层所有的计算仅涉及 iN
中的节点，而对 \i iN N 中的节点并不做处理。因此，
对给定的 kV∈g ，计算 kB g的每一次迭代只需进行

( )kO n 次运算。 

最后，我们得到求解弹性力学问题自适应网格

剖分下有限元方程式(10)的非递归形式的 V-cycle
多重网格迭代算法。 
算法 4 (基于局部松弛的多重网格迭代) 
① 令 0m = ，给定控制精度 tol，对任意迭代

初值 (0)
ku ，计算 (0) (0)

k k k= −r f A u 。 

② 由算法 3，求 ( )m
kB r 及 ( 1) ( ) ( )m m m

k k k
+ = +u u B r 。 

③ 计算 ( 1) ( 1)m m
k k k

+ += −r f A u ，若 ( 1) (0)m+|| || / || ||r r ≤  

tol，则算法结束；否则，令 1m m= + ， ( ) ( 1)m m
k k

−=u u ，
( ) ( 1)m m−=r r ，转②。 

4  数值试验及结果分析 

本节通过几个典型算例来验证上述 AFEM 算

法的收敛性及基于局部松弛的多重网格法对求解

自适应网格下线性有限元方程的计算效率和鲁棒

性。在这些数值算例中，取弹性模量 3000MPaE = ，

泊松比 0.3ν = ，能量范数 1/2( , )A a||⋅|| = ⋅ ⋅ ，多重网格

法的控制精度 810tol −= 。本文所有表格中，J 表示
自适应网格加密次数， elemN 表示不同自适应网格

层上的单元数， itrsN 和 itrsN 分别表示多重网格法

(简记为 MG)和基于局部松弛的多重网格法(简记为
Local MG)的迭代次数， /rel J A AE =|| − || || ||u u u ，

其中，u和 Ju 分别为问题的精确解和有限元解。 

算例 1.  L-型区域问题。 
设 2[ 1,1] \ [0,1] [ 1,0]Ω = − × − ，选择适当的 f 和

Sg ，使得弹性力学问题的精确解为 T
1 2( , )u u=u ，

其中， 2/3
1 2( , ) ( , ) sin(2 / 3)u x y u x y r θ= = 。图 4 和

图 5分别给出了取不同θ 值时线性元和二次元对应
的误差曲线图。为了说明本文设计的 AFEM算法的
优越性，图 4和图 5中还列出了一致加密网格下的
误差下降情况。在误差曲线图中，斜率为 1/ 2− (线
性元)和−1(二次元)的标准线是可以上下移动的。 

 
(a) 0.5θ = 时加密 24次的网格图 

 
(b) 0.1,0.3,0.5θ = 时误差曲线图 

图 4  线性元 

Fig.4  Case of linear element 
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(a) 0.5θ = 时加密 25次的网格图 

 
(b) 0.1,0.3,0.5θ = 时误差曲线图 

图 5  二次元 
Fig.5  Case of quadratic element 

同时，利用所设计的基于局部松弛的多重网格

法求解算例 1中自适应网格下的线性有限元方程，
相应的数值结果分别如表 1和图 6所示。另外，为
了说明本文设计的求解方法的优越性，我们还列出

了通常多重网格法的数值结果。 
算例 2.  双奇点问题。 
设 2[ 1,1]Ω = − ，选择适当的 f 和 Sg ，使得真

解函数 T
1 2( , )u u=u 为： 

1 2( , ) ( , )u x y u x y= =  
2 21.0 / (( 0.5) ( 0.5) 0.01)x y− + − + +  
2 21.0 / (( 0.5) ( 0.5) 0.01)x y+ + + +  

图 7和图 8分别给出了取不同θ 值时自适应线
性元和二次元对应的误差曲线图。利用基于局部松

弛的多重网格法求解自适应网格下的线性有限元

方程，相应的数值结果分别如表 2和图 9所示。 
表 1  两种多重网格法求解算例 1所得的数值结果 

Table 1  Numerical results of two different multigrid methods 
for example 1 

J  elemN  relE  itrsN  itrsN  

5 72 1.39×10 

−1 6 6 
10 223 7.69×10 

−2 7 7 
15 850 3.73×10 

−2 8 8 
20 3799 1.72×10 

−2 8 8 
25 18345 7.74×10 

−3 8 8 
30 92612 3.42×10 

−3 7 8 
33 247581 2.09×10 

−3 9 9 

 
(a) 

 
(b) 

图 6  两种多重网格法求解自适应网格下线性有限元方程的
总 CPU时间和一次 V-cycle CPU时间  /s 

Fig.6  The total CPU times in seconds and the CPU times of 
one V-cycle for two different multigrids 

 
(a) 0.5θ = 时加密 20次的网格图 

 
(b) 0.1,0.3,0.5θ = 时误差曲线图 

图 7  线性元 
Fig.7  Case of linear element 
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(a) 0.5θ = 时加密 20次的网格图 

 
(b) 0.1,0.3,0.5θ = 时误差曲线图 

图 8  二次元 
Fig.8  Case of quadratic element 

表 2  两种多重网格法求解算例 2所得的数值结果 
Table 2  Numerical results of two different multigrid methods 

for example 2 

J  elemN  relE  itrsN  itrsN  

5 192 3.56×10 

−1 6 6 
10 840 1.59×10 

−1 8 10 
15 4456 6.82×10 

−2 9 10 
20 24312 2.89×10 

−2 9 10 
23 68856 1.72×10 

−2 9 9 
25 137564 1.21×10 

−2 9 9 
27  275912 8.59×10 

−3 9 9 

 
(a) 

 
(b) 

图 9  两种多重网格法求解自适应网格下线性有限元方程的 
总 CPU时间和一次 V-cycle CPU时间  /s 

Fig.9  The total CPU times in seconds and the CPU times of 
one V-cycle for two different multigrids 

算例 3.  边界层奇性问题。 
设 2[0,4]Ω = ，解函数在边界 0y = 和在边界

0x = 具有奇性。图 10给出了 0.5θ = 时自适应网格

加密图，加密单元均集中在解函数有奇性的地方。

图 11 给出了取不同θ 值时自适应线性元和二次元
对应的误差曲线图。利用基于局部松弛的多重网格

法求解自适应网格下的线性有限元方程，相应的数

值结果总结如表 3所示。 

 
图 10  0.5θ = 时加密 20次的网格图 

Fig.10  The 20th refined mesh when 0.5θ =  
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(b) 二次元 

图 11  0.1,0.3,0.5θ = 时误差曲线图 
Fig.11  The error graphs when 0.1,0.3,0.5θ =  

表 3  两种多重网格法求解算例 3所得的数值结果 
Table 3  Numerical results of two different multigrid methods 

for example 3 

J  elemN  relE  itrsN  itrsN  

10 1012 2.79×10−1 7 8 
15 5305 1.04×10−1 9 9 
20 33760 4.19×10−2 8 8 
22 68284 2.89×10−2 7 8 
24 137019 2.07×10−2 7 8 
26  275410 1.45×10−2 7 8 

以上数值结果表明： 
1) 本文设计的自适应有限元方法是收敛的，且

具有拟最优计算复杂性，即图 4、图 5、图 7、图 8、
图 11 中误差曲线随单元数的增加而下降并且平行
于斜率为 1/ 2− (线性元)和 1− (二次元)的标准线，达
到了用最小的计算量获得最大计算精度的目标。另

外，当标记参数 (0.1,0.5)θ ∈ 时，相应的自适应算

法具有很好的数值稳定性。 
2) 基于局部松弛的多重网格法仅需对与加密

单元相关的部分节点进行磨光，与标准的多重网格

法相比，在迭代次数相当的情况下，它所需计算

CPU时间应更少，具有更好的计算效率，从而表明
本文设计的基于局部松弛的多重网格法具有最  
优性。 

5  结论 
有限元方法是处理弹性力学问题最为有效的

数值方法之一，但要精细地解算这类问题仍很困

难，我们一直面临大规模、高效率、高精度等难题

困扰。由于实际问题的解的光滑性不高，尽管使用

高次元( p -方法)可提高计算精度，但高次元在计算

中有时会遇到不收敛与稳定性的问题。一种行之有

效的方法是利用自适应低阶有限元法。 
本文的目的就是为平面弹性力学问题，设计了

一种不需要标记振荡项和加密单元不需要满足“内

节点”性质的自适应有限元法，通过利用自适应加

密过程中每层网格上只有局部单元需要加密这一

特性，设计了一种求解自适应网格下的有限元方程

的基于局部松弛的多重网格法。尽管我们仅做了极

为有限的数值实验，但所得到的数值结果还是相当

令人鼓舞的。当然，我们还需要对更一般的问题进

行更广泛的数值测试和相应的算法理论分析。文中

的算法思想和分析方法也可以被推广到弹塑性或

动力学问题的有限元计算中。 
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析解和数值算例。为求解梯度材料中任意形孔对反

平面剪切波的散射与动应力集中问题提供一种  
方法。 
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