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考虑节点转动刚度的圆管杆件结构 
自适应有限元分析方法 

刘海锋，韩军科，李清华，高  渊，杨靖波 
(中国电力科学研究院，北京 100055) 

摘  要：为了判断杆件结构的有限元分析精度对节点转动刚度是否敏感，并据此调整杆件结构的离散方式，

根据 Zienkiewicz-Zhu 后验误差估计理论，定义了正应力范数来衡量有限元的计算精度，推导了考虑节点刚

度的梁单元节点力-位移公式，并以试算得到的梁/杆单元的两节点位移作为边界条件，根据半刚性节点位移-

力的公式，给出了杆件需要采用梁单元、杆单元、梁+弹簧单元离散的节点刚度范围，然后通过试算确定杆

件结构的合理离散方式。在 ANSYS 中用 APDL 语言实现以上算法，并以 2 个简单结构为例说明了该算法的

流程并验证了它的正确性。 
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ADAPTIVE FINITE ELEMENT PROCEDURE FOR CIRCULAR BAR 
STRUCTURES CONSIDERING ROTATIING STIFFNESS OF JOINTS 

LIU Hai-feng , HAN Jun-ke , LI Qing-hua , GAO Yuan , YANG Jing-bo 

 (China Electricity Power Research Institute, Beijing 100055, China) 

Abstract:  A method is derived to judge whether the calculation precision of the finite element model of bar 

element structures is senstive to the rotating stiffness of the joints so as to adjust its discrete method. based on the 

Zienkiewicz-Zhu error post-processing technique, a stress norm is defined to judge the calculation precision, and 

the equations beteween dispacements and forces are derived by considering the rotation stiffness of the joints. 

Taking the nodal displacements resulting from the trial calculations of the beam/truss element model as boundary 

condtions, this method gives the scopes of rotating stiffness suitable to be discreted by truss elements, beam 

elements, and beam-spring elements. A case study on an 32-leged structures is conducted to illustrate the 

feasibility and validity of the method in ANSYS. 
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圆管杆件结构是采用横截面为圆环的杆件相

互连接而成的几何不变体系，如网架、网壳、钢管

输电铁塔等[1]。杆件结构中各杆件需要采用节点来

连接，常见的节点有螺栓球节点、焊接球节点、板

节点等。 

随着节点转动刚度的变化，杆件之间的连接方

式可分为 3 类：1) 铰接，即转动刚度为 0，通常采

用杆单元模型模拟；2) 半刚性连接，即转动刚度介

于 0 与无穷大之间，通常采用半刚性模型模拟[2―5]，

3) 刚接，即转动刚度为无穷大，通常采用梁单元模
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型模拟。 

即使对于同一个杆件结构，在不同的载荷作用

下，节点转动刚度对杆件结构有限元模型求解精度

的影响可能不同，需要采用的有限元模型也可能 

不同。 

以图 1 所示的杆件结构为例。在 F1的作用下，

如图 1 所示，梁单元模型、杆单元模型或者半刚性

模型得到的计算结果差别很大；而在 F2 的作用下，

如图 2 所示，3 种模型的计算结果是相同的。可见：

在误差允许的范围内，梁/杆单元模型有可能很好地

模拟半刚性连接的杆件结构，甚至杆单元模型也有

可能很好地模拟刚接的杆件结构。 

F1

 

图 1  工况 1 

Fig.1  Case 1 

F2

 

图 2  工况 2 

Fig.2  Case 2 

对于常见的杆件结构，可以通过规范来确定合

适的离散方式。规范[6]规定：采用螺栓球节点和焊

接球节点连接的平板网架，虽然分别为半刚性连接

的杆件结构和刚性连接的杆件结构，但都可以采用

杆单元离散。相关的研究表明，这种简化带来的误

差很小。正确运用这些简化方法，尽可能采用梁单

元模型或杆单元模型来分析半刚性连接的杆件结

构，不仅能减少建模时间和计算量，还能避免测量

节点的转动刚度，而测量节点转动刚度所需的工作

量是很大的[4,7―8]。 

对于某些新型结构，如钢管输电塔等，规范没

有明确规定采用何种有限元模型，在工程设计中，

通常采用杆单元来离散钢管输电塔[9]。而杨建平、

韩军科等学者发现，采用梁单元、杆单元、半刚性

模型得到的钢管输电塔主材最大正应力有明显的

差异[10―11]。这就需要提出一个可以判断杆件结构求

解精度对节点转动刚度是否敏感，并据此调整杆件

结构离散方式的有限元分析方法。 

Zienkiewicz、Babuska 等学者提出了自适应有

限元分析方法，简称 Z2法，为该问题的解决提供了

很好的思路[12―14]。该方法首先利用有限元试算的结

果估计误差分布，然后根据误差分布调整离散方

式，再试算，直到误差小于允许值。对于实体单元

有限元模型而言，Z2 法将修匀有限元应力解后得到

一个光滑应力场作为相对精确解来衡量有限元解

的求解精度。目前，基于 Z2 法的实体结构自适应有

限元法的研究比较成熟，在水坝、边坡等工程中得

到了广泛的应用[15―16]，刘海锋将该方法推广到不考

虑节点半刚性的梁单元模型中[17]。 

杆件结构中各杆件在节点处的应力场是不连

续的，无法通过构造修匀应力场来获得相对精确

解，因此，本文根据 Zienkiewicz-Zhu 后验误差估计

理论，定义了正应力范数为来衡量有限元的计算精

度，推导了考虑节点刚度的梁单元节点力-位移公

式，给出了杆件需要采用梁单元、杆单元、梁+弹

簧单元离散的节点刚度范围，然后据此调整杆系结

构的离散方式。以 2 个简单的杆件结构为例说明了

该算法的流程并验证了其正确性。 

1  正应力范数的定义 

设 f 和 *f 分别为圆管杆件结构有限元模型梁

单元某截面上的广义力精确解和广义力有限元解。

定义 *f 的误差为： 
*e f f              (1) 

其中： | |y z x y zf N Q Q M M M ； 

* * * * * * *| |y z x y zf N Q Q M M M 。 
f 、 *f 、e 均为场函数，需要采用合适的范数来衡

量它的大小。 

圆管杆件结构在受力时，杆件横截面上的应力

可分解为垂直于截面的正应力和平行于截面的剪

应力。因为杆件的长细比一般较大，最大剪应力和

最大正应力的比值很小，所以在进行杆件强度设计

和稳定设计时，主要考虑最大正应力的影响。因此，

本文根据杆件强度设计和稳定设计公式[18―19]，定义

了正应力范数来衡量误差 e 的大小，如下式所示。 

yx
MMN

f
A W W               (2) 

3 4π (1 )

32

D
W


  ， 

d

D
   
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其中：D为圆管的外径；d 为内径；A为圆管的面

积； 、  、 的取值可参考钢结构规范[17]。 

当 1  、 1
x   、 1

y   时， f  相当于钢

结构规范中拉弯/压弯构件的强度控制应力，本文称

它为强度应力。其中： x 、 y 为构件截面的塑性

发展系数。 

在式(2)中，
N

A
为轴力引起的最大正应力，即

轴向应力； xM

W
和

yM

W
均为弯矩引起的最大正应

力，即弯曲正应力。因此， f  可视为弯曲正应力

和轴向正应力绝对值的加权和。 

显然，范数 f  符合范数的 3 个要素，如   

式(3)~式(5)所示，可以用来衡量向量 e 的大小。 

0f                          (3) 

f f                    (4) 

1 2 1 2f f f f              (5) 

同时，定义 *f 的相对误差为： 

e
S

f




                (6) 

2  相对精确解的选择 

除了简单的问题，结构的广义力精确解 f 无法

求出，否则也不必要进行有限元分析了。

Zienkiewicz-Zhu 法采用相对精确解来近似替代精

确解。在实体单元模型的自适应分析中，相对精确

解为有限元应力解修匀后得到的一个光滑应力场。

然而，在杆件结构中，各杆件的应力解在节点处的

大小和方向都是不连续的。因此，无法像实体单元、

壳单元有限元模型那样，通过修匀应力解的方法来

获得相对精确解。 

显然，对位移边界条件确定的杆件而言，考

虑节点转动刚度得到的应力解，比不考虑杆端刚度

得到的应力解要精确。因此，可以用前者作为相对

精确解，来检验后者的精度。 

如果杆件结构中每个杆件的有限元解 *f 和它

的相对精确解的差别都很小，即相对误差 S 的值很

小，那么有限元解也就收敛于精确解。因此，该应

力解符合 Zienkiewicz-Zhu 后验误差估计方法对相

对精确解的规定，可以将它作为相对精确解。 

 

3  相对精确解的计算 

为了和 ANSYS 兼容，本文采用的坐标系、力

和位移的正方向均与 ANSYS 相同。 
3.1  梁 -i j 的轴力位移方程 

考虑杆端弹簧刚度的梁 -i j 的轴力方程为[18]： 

i j

F
u u L

EA
                 (7) 

( )i j

EA
F u u

L
               (8) 

其中：E 、A和 L分别为杆件的弹性模量、横截面

面积和长度； iu 、 ju 为杆件两端节点的 x向位移。 

3.2  梁 -i j 的转角位移方程 

当梁 -i j 在两端力偶 iM 、 jM 作用下产生的杆

端转角见图 3 所示，可表示为下式： 

3 6
ji

i

MM


 
  ，

3 6
j i

j

M M


 
        (9) 

其中，
EI

L
  为杆件的线刚度。 

当简支梁支座两端有相对竖向位移 j iv v 时，

杆端转角为： 

j i
i

v v

L



 ，

j i
j

v v

L



        (10) 

由杆端弹簧引起的转角为： 
/i iM k  ， /j jM k         (11) 

其中， k 为节点的转动刚度。 

y

-
Mi Vj-Vi

Mj

Lx

i

i i
i

j
j j

j

 

图 3  考虑节点转动刚度的梁单元 

Fig.3  Beam element with spring element 

将式(9)~式(11)相加得： 

3 6
j i ji i

i

v v MM M

L k


 


             (12) 

3 6
j i j ji

j

v v M MM

L k


 


             (13) 

求解式(12)、式(13)得： 
2 2

2 2 2 2

12 ( 3 ) 6

4( 3 ) 4( 3 )
i i j

w k k k
M

k k k k

  
 


  
   

 

2

2

18 ( 2 )
( )

[4( 3 ) 1]
j i

w k k
v v

L k






 

          (14) 
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2 2

2 2 2 2

6 12 ( 3 )

4( 3 ) 4( 3 )
j i j

k w k k
M

k k k k

  
 


  

   
 

2

2 2

18 ( 2 )
( )

[4( 3 ) ]
j i

w k k
v v

L k k






 

        (15) 

根据平衡条件还可求出杆端剪力如下： 
1

( )ij i jQ M M
L

    

即： 

ij jiQ Q   
2 2

2 2 2 2

18 ( 3 ) 18 ( 3 )

[4( 3 ) ] [4(1 3 ) ]
i j

k k w k k

L k k L k

   
 

  
   

    
 

2

2 2 2

18(2 6 )
( )

[4(1 3 ) ]
j i

k k
v v

L k






 

  

同理，求出梁 i-j在 -y z 平面中的转角弯矩方程，

并结合式(7)、式(8)即可得到考虑杆端弹簧刚度的梁

-i j 的单元刚度矩阵为： 

2 2

2 2

2

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

36 18 36 18
0 0 0 0 0 0 0

36 18 36 18
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

12 18 6
0 0 0 0 0

12 18 6
0 0 0 0

0 0 0 0 0

36 18
0 0 0

36 18
0 0

0 0

12
0

12

EA EA

L L
C C C C

LB LBL B L B
C C C C

LB LBL B L B
GJ GJ

L L
C C w

LB LB B
C C w

LB LB B
EA

T
C C

LBL B
C C

LBL B
GJ

L
C

LB
C

LB





  








K

对

称

     (16) 

其中： 24(1 3 / ) 1B k   ； (1 3 / )C k   。 

当 0k  时，半刚性模型转变为杆单元模型，

位移转角关系式(14)变为下式： 
0iM                    (17) 

当刚度 k  时，半刚性模型变成为梁单元模型，

位移转角关系式(15)变为下式： 
6

4 2 ( )i i j j iM v v
L

           (18) 

可见，式(16)所示的单元刚度矩阵可以模拟杆

件 i-j 转动刚度从 0 到无穷大之间的行为。 

 

3.3  相对精确解和有限元解的差别 

根据 3.1，考虑节点转动刚度前后，杆件轴力-
位移关系不变；因此，需要调整的只是杆件 -i j 的转

角位移方程式(14)、式(15)。 
在杆端位移 i 、 j 、 iv 、 jv 确定的情况下，

将式(14)与式(17)相减，并对 i 、 j 和 ( )i jv v  取

绝对值，即可得到：和半刚性模型相比，采用杆单

元模拟杆件 i-j 时， i 端弯矩最大误差的绝对值为

m 时的公式，如式(19)所示。求解刚度 k ，得到两

个解 1tk 、 2tk ，如式(21)、式(22)所示。 
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同理，将式(14)与式(18)相减，得到式(20)，求

解刚度 k ，得到两个解 1ibk 、 2ibk ，如式(23)、式(24)

所示。 
将式(21)、式(24)的角标 i 、 j 互换，即可得到

1jtk 、 2jtk 、 1jbk 、 2jbk 。 

2 2

2 2 2 2

12 ( 3 ) 6
| | | |

4( 3 ) 4( 3 )
i j

k k k
m

k k k k

   
 


   
   

 

2

2 2 2

18 ( 3 )
| |

[4( 3 ) ]
i j

w k k
v v

L k k






 

           (19) 

2

2 2

4 12 ( 3 )
| |

4( 3 )
i

w k k
m

L k k

  


 
      

 

2

2 2

2 6
| |

4( 3 )
j

k

L k k

  


 
    

 

2

2 2 2 2

6 18 ( 3 )
| |

[4( 3 ) ]
i j

k k
v v

L L k k

  


 
   

      (20) 

2 2 2
1 [18 12 6( 6 | |it jk v l m l m l m           

2 2 2 2 2 2 0.59 6 18 | | 9 )i il w l m v l v v          
13 | | ]il l m                          (21) 

2 2 2
1 [12 18 6( 6 | |it jk v l m l m l m            

2 2 2 2 2 2 0.59 6 18 | | 9 )i il l m v l v v           
13 | | ]il l m                          (22) 

2 2 2
1 [2 9 ( 8 | |ib ik l m v l m l m           

2 2 2 2 2 210 | | 25 40 | |j i i jl m w l l          

2 2 2 216 18 90 | |j il l mv l v         

2 2 2 0.572 | | 81 ) 5 | |j il v v l        

1 2 24 | |] (36 24 | |j il v l        

212 | | 6 )jl l m                     (23) 

2 2 2
1 [2 9 ( 8 | |ib ik l m v l m l m           

2 2 2 2 2 210 | | 25 40 | |j i i jl m l l           

2 2 2 216 18 90 | |j il l mv l v         

2 2 2 0.572 | | 81 ) 5 | |j il v v l        

1 2 24 | |] (36 24 | |j il v l        

212 | | 6 )jl l m                     (24) 

其中： | |j iv v v  ；对式(21)、式(22)而言，根据

图 3，当节点 i 、 j 位置相同时，如果梁单元模型和

杆单元的位形相同，则 j i

v

l
   。 

在式(19)中， m 为 k 的增函数，而在式(20)中，

m 为 k 的减函数 (证明见附录 )。因此，可以   

得到：  
1) 当 1itk 、 2itk 、 1jtk 、 2jtk 均小于 0 时，表明：

无论杆件节点 i 、 j 的转动刚度 k 如何变化，将杆

件图 4 所示的杆件视为铰接模型，采用杆单元离散，

误差都不会超过 m 。 
2) 当 1ibk 、 2ibk 、 1jbk 、 2jbk 均小于 0 时，无论

节点刚度如何变化，将其视为刚接模型，采用梁单

元离散，误差都不会超过 m 。 
3) 当 1itk 、 2itk 、 1jtk 、 2jtk 至少有一个值大于

0 时，最小的正数解为有效解 tk 。说明当节点刚度

小于 tk 时，杆件可以采用杆单元离散，误差不会超

过 im 。 

4) 当 1ibk 、 2ibk 、 1jbk 、 2jbk 至少有一个值大于

0 时，最大的正数解为有效解 bk 。说明当节点刚度

大于 bk 时，杆件可以采用梁单元离散。 

综合 1) ~ 4)，只有当节点的转动刚度介于 tk 和

bk 之间时，采用梁单元或者杆单元离散图 4 所示的

杆件 -i j 才会导致弯矩误差大于 m ，应当该采用如

图 3 所示的半刚性模型，其余情况均可视为铰接或

者刚接模型。 
作为一个特例：当 =0j 、 =0i 、 i jv v 、

0m  时，可以得到： 

1 1 6it jtk k                 (25) 

2 2 2it jtk k                (26) 

可见，在图 2 所示的工况中， 1itk 、 2itk 、 1jtk 、

2jtk 均小于 0，如式(25)、式(26)所示。根据本节中

的分析，对图 2 中的结构来说，无论节点刚度如何

变化，采用杆单元模型来模拟，误差均为 0。 

3.4  弯矩误差允许值 m 的确定 

根据第 1 节中正应力范数的定义，正应力范数

反映的是最大正应力误差。而式(21)到式(24)反映的

是弯矩、转角和侧移之间关系。因此，式(6)所示相

对误差需等价为弯矩误差 m ，即下式： 
*|| ||m S f W              (27) 

4  自适应分析的流程 

当节点的转动刚度介于 tk 和 bk 之间时，可以采

用式(16)中的单元刚度矩阵来模拟节点的半刚性，

也可以采用弹簧+梁单元来模拟。鉴于 ANSYS 等大

型商业有限元软件没有单元刚度矩阵如式(16)所示

的单元，但都有弹簧单元。因此，第 2 种方法比较
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适合在已有的商业有限元软件中进行 2 次开发，本

文推荐第 2 种方法。 

随着杆件结构有限元模型离散方式的调整，当

所有杆件的相对误差 S 都满足求解精度时，即可终

止试算，输出计算结果。这样，考虑节点转动刚度

的杆件结构自适应有限元法的分析流程可表示为

图 4。其中：K0 为节点的转动刚度，elem 为梁/杆单

元的个数。 

i<elem

是

杆单元模型

i=0; j=1 

j=0

是否杆单元

i=i+1

K0>kt

是

变为梁单元

是

j=j+1

否

K0<kb

变为半刚性模型

是

j =j+1

输出计算结果

否

是

否

j=0

否

否

 

图 4  自适应分析流程图 

Fig.4  Flow process diagram of adaptive finite element 

analysis 

5  数值算例 

图 5 和图 6 所示的 2 个结构各由两根钢管组 

成，钢管外径 88mm，厚度 4mm，节点刚度为 1× 

106N·m。相对误差 S 设为 0.05， 取值为 1.15。
这时，|| ||f  的物理意义为杆件的强度应力。利用

该结构的受力分析来说明考虑节点刚度的杆件结

构自适应有限元分析方法的过程并检验它的求

解精度。 

本文选择第 4节中的第 2种方法，即采用APDL

语言将流程图 5 输入 ANSYS 中进行 2 次开发。梁

单 元 采 用 BEAM188 单 元 ， 弹 簧 单 元 采 用

COMBIN14 单元。 

2 种结构的初始有限元模型均为杆单元模型，

根据图 4，它们的分析过程为： 

1) 结构 1。在第 1 次试算中，结构 1 中杆件 1 

20N

2.
4m2

250N
1

2m

 

图 5  结构 1 

Fig.5  Structure 1 

250N

20N

2m

0.
3m

1 2

 

图 6  结构 2 

Fig.6  Structure 2 

的 tk 为 1.301×105N·m，小于节点刚度的实际值

1×106N·m，不能采用杆单元离散，将其变为梁单

元；杆件 2 的 tk 不存在，可以采用杆单元离散，计

算结果见表 1。在第 2 次试算中，得到杆件 1 的 bk

值为 4.135×105，小于 1×106N·m，仍可采用梁单

元离散；杆件 2 的 tk 值不存在，仍可采用杆单元离

散，计算结果如表 2 所示。在第 2 次试算中没有变

动结构 1 的离散方式，即试算结束后 j=0，可以终

止试算输出计算结果。可见，结构 1 中的杆件 1 和

杆件 2 分别需要采用梁单元和杆单元离散。 

2) 结构 2。在第 1 次试算中，分别求出杆件 1、
杆件 2 的 tk 分别为 3.275×104N·m 和 4.048× 

104N·m，均小于节点的转动刚度 1×106N·m，于

是将杆件 1、杆件 2 变为梁单元离散，计算结果见

表 1；在第 2 次试算中，得到杆件 1、杆件 2 的 bk 分

别为 9.549×107N·m 和 9.148×107N·m，均大于

1×106N·m，说明两根杆件都不能采用梁单元离散，

需要变为半刚性模型，计算结果见表 2；在第 3 次

试算后输出计算结果，计算结果见表 3。 

将结构 1、结构 2 均采用弹簧+梁单元来离散，

来验证该算法的正确性，计算结果见表 3。可以   

看出： 

1) 结构 1。在第 1 次试算时，由于杆件 1 的

tk > 0 < 1.0×106N·m，所以杆件 1 的强度应力与半

刚性模型相差 7.04%，大于误差允许值 5%，如表 1

和表 3 所示。在第 2 次试算中，将结构 1 的杆件 1
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和杆件 2 分别采用梁单元离散和杆单元离散，因为

杆件 1 的 t 0k  ，杆件 2 的 bk  1.0×106N·m，所

以杆件 1、杆件 2 的强度应力与半刚性模型仅差

1.037%和 1.096%，均小于 5%，如表 2、表 3 所示。 

结构 2。在第 1 次试算中，由于杆件 1、杆件 2

的 tk 值均小于 1.0×106N·m，所以杆件 1 和杆件 2

的强度应力与半刚性模型分别相差35.3%和33.7%，

如表 1、表 2 所示；在第 2 次试算中，将两个杆件

都采用梁单元离散，得到的 bk 值均大于 1.0× 

106N·m，所以杆件 1、杆件 2 的强度应力与半刚

性模型相差 16.1%和 16.7%，均大于 5%，如表 2、

表 3 所示。因此，结构 2 中的两个杆件都必须采用

半刚性模型离散。 

可见，随着试算次数的增加，当结构 1、结构

2 中每个杆件的 S 值都在允许范围内时，杆件的强

度应力也就逼近于相对精确解，即每根杆件都采用

半刚性模型离散后得到的强度应力。 

因此，该算法可以根据节点转动刚度对杆件弯

曲正应力和轴向正应力的影响，正确选择有限元离

散方式。同时，因为杆单元模型的自由度最少，弹

簧+梁单元模型需要设置重合节点[18]，自由度最多，

而有限元模型的计算量随自由度的增长而指数增

长，所以该算法可以在保证计算精度的前提下，准

确选择有限元模型，从而有效降低计算量。 

2) 从表 2、表 3 可以看出：对结构 1 中的杆件

1 而言，采用自适应模型得到的 im 和 jm 和半刚性

模型得到的结果相差很大，但强度应力却相差不足

2%。这是因为：在杆件 1 中，弯曲正应力和轴向正

应力的比值很小，仅为 4.1%。这样，尽管弯矩误差

较大，强度应力误差却很小。因此，在进行杆件的

稳定设计或强度设计时，不宜直接采用弯矩的相对

误差作为有限元分析精度的衡量标准。这就是本文

定义正应力范数来误差大小的原因。 

3) 在节点转动刚度相同、误差允许值 S 相同的

情况下，对结构 1 中的杆件 2 而言，由于 tk 没有有

效值，无论节点刚度如何变化，都可视为铰接模型，

采用杆单元离散；对结构 2 中的杆件 1 而言，节点

刚度 tk  4.048×104N·m 时，就不能视为铰接模型

并采用杆单元离散；可见，当杆件的边界条件发生

变化时，杆件的应力解对节点转动刚度的敏感性有

很大的差别。本文可以采用参数 tk 或 bk 来量化杆件

结构的应力解对节点转动刚度的敏感性，为杆件结

构的设计和研究提供参考。 

表 1  第 1 次试算(杆单元模型) 

Table 1  The first calculation (truss models) 

杆件 
结构 

编号 类型 
| |i  | |j  V/m m /(N·m) 强度应力/Pa tk  S /(%)

1 1 杆 5.466×107 5.466×107 1.422×106 0.110 1.037×105 1.301×105 5 

1 2 杆 2.750×108 2.750×108 7.150×108 0.162 1.530×105 无限制 5 

2 1 杆 6.713×106 6.713×106 6.981×106 0.427 4.026×105 3.275×104 5 

2 2 杆 6.121×106 6.121×106 6.366×106 0.478 4.222×105 4.048×104 5 

表 2  第 2 次试算 

Table 2  The second calculation 

杆件 
结构 

编号 类型 
| |i  | |j  | |iM /(N·m) | |jM /(N·m) v/m m /(N·m) 强度应力/Pa bk /(N·m)

1 1 梁 0 4.289×107 0.172 0 1.420×106 0.117 1.112×105 4.135×105 

1 2 杆 4.071×108 4.071×108 0 0 7.002×108 0.167 1.583×105 无限制 

2 1 梁 0 2.135×108 6.359 6.351 6.333×106 0.662 6.254×105 1.018×107 

2 2 梁 0 2.135×108 6.343 6.351 6.303×106 0.682 6.448×105 9.794×106 

表 3  第 3 次试算(半刚性模型) 

Table 3   The third calculation (semi-rigid model) 
杆件 

结构 
编号 类型 

| |i  | |j  | |iM /(N·m) | |jM /(N·m) v/m 强度应力/Pa 

1 1 半刚性 1.350×107 4.478×107 0.116 8.886×102 1.420×106 1.110×105 

1 2 半刚性 3.128×108 3.589×107 3.128×102 8.886×102 7.002×108 1.566×105 

2 1 半刚性 3.479×106 2.025×106 3.479 4.013 6.875×105 5.447×105 

2 2 半刚性 3.469×106 1.988×106 3.468 4.013 6.570×105 5.645×105 
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6  结论 

(1) 在规定的正应力误差范围内，该算法可以

判定节点转动刚度多大时，杆件需要采用杆单元模

型、梁单元模型及半刚性模型来模拟，在保证计算

精度的前提下，尽可能减少计算量和避免测量节点

的转动刚度。同时，该算法还可以量化杆件正应力

对节点转动刚度的敏感程度，为杆件结构的设计和

研究提供参考。估计节点刚度的最大最小值。 

(2) 该算法可以在 ANSYS 中进行 2 次开发来

实现，编程工作量和新增的计算量都很小，具有一

定的实用价值。该算法应用于 ANSYS 以外的其他

软件时，应确保该软件中力和位移的正方向和

ANSYS 完全相同，或完全相反。 
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对 1y 、 2y 求关于 k 的导数为： 
2 2 3 4

1 2 2 2

252 1728 2592

[4( 3 ) ]

k k
y

k k

  


  
 

， 

3 2 2

2 2 2 2

432 32

[4( 3 ) ]

k k
y

k k

 

 

 
。 

因为 0k  、 0  ，所以 1 0y  、 2 0y  。因此， 1y 、

2y 为增函数。 

式(14)、式(15)可改写为： 

1
1 2 2

| | 0.5 | | 1.5 | |i j i j

y
m y y v v

L
      ， 

1
1 2 2

| | 0.5 | | 1.5 | |i j i j

y
m y y v v

l l L

              
   

 

可见：在式(14)中， m 是 k 的增函数，而在式(15)中， m

是 k 的减函数。
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