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三点弯曲缺口梁 T 应力的确定 

赵艳华，刘  津，甘楠楠 

 (大连理工大学海岸和近海工程国家重点实验室，辽宁，大连 116024) 

摘  要：T 应力是存在于裂纹尖端平行于裂纹方向的应力，是裂纹尖端应力级数展开式中的常数项，它对裂缝尖端

应力场的贡献不容忽视。三点弯曲梁是普通实验室中用来测定试件断裂性能的基本几何形式，为保证这些断裂参数

确定的有效性，必须首先确定裂纹尖端 T 应力的大小，才能明确 T 应力对断裂参数的影响程度。该文通过有限元数

值模拟得到跨高比为 4 的三点弯曲缺口梁和纯弯作用下单边裂纹尖端的 T 应力大小，与已有文献的比较验证了有限

元计算的有效性。在此基础上根据圣维南原理，由跨高比为 4 和纯弯作用这两种情况下的 T 应力推导出一般跨高比

情况下裂纹尖端的 T 应力表达式，并以跨高比为 6、8 和 10 三种情况为例，进行了计算并与该文的有限元计算结果

进行比较，验证了该文提出的 T 应力计算公式的可靠性。 
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DETERMINATION OF T-STRESS FOR THREE-POINT BENDING 
NOTCHED BEAMS  

ZHAO Yan-hua , LIU Jin , GAN Nan-nan 

(State Key Laboratory of Coastal and Offshore Engineering, Dalian University of Technology, Dalian, Liaoning 116024, China) 

Abstract:  The T-stress which acts parallel to a crack, which corresponds to the constant term in the stress series 

at the crack tip, and its influence on the stress field can not be ignored. Three-point bending beam is generally 

used for testing fracture parameters in ordinary laboratories. Under this circumstance, T-stress at the crack tip 

must be determined first to see whether its value would influence the fracture parameters. In this paper, finite 

element program Abaqus is used to derive the T-stress for a three-point bending beam with a span-to-depth ratio 

of 4 and a single-edge notched beam subjected to pure bending. Thereafter, a general expression for T-stress of 

three-point bending beams of arbitrary span-to-depth ratio is presented based on St. Venant Principle. T-stress of 

three-point bending beams with span-to-depth ratio of 6, 8 and 10 is calculated using the proposed expression, and 

reasonable agreement is observed with the finite element analysis. 
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T 应力是裂纹尖端平行于裂纹平面的应力，是

裂纹尖端应力场的第二非奇异性，也是常数项，不

随离裂纹尖端的距离而变。T 应力的存在对传统的

单参数，即应力强度因子 K 确定裂纹尖端应力场理

念提出挑战。在双向应力作用下，忽略 T 应力的存

在不能解释横向荷载的影响，也有悖边界弹性问题

解的唯一性[1]。T 应力对弹性材料裂纹起裂方向的

判定以及断裂韧度的大小影响也是不容忽视的。以

线弹性材料的 I 型断裂为例，当 T 应力比较大时，

裂纹扩展方向会偏离原来的裂纹线，而且开裂时临

界应力强度因子也小于材料的断裂韧度[2―3]。对弹

塑性材料，T 应力对裂纹尖端塑性区的大小、形状
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以及裂纹的扩展路径也有明显的影响[4]。因此在断

裂力学界 T 应力引起了越来越多的重视，甚至将其

和应力强度因子K一起作为双参数来建立材料断裂

性能的判定准则[5]。 

对简单的几何和加载形式容易得到裂纹尖端

的应力强度因子 K 和 T 应力的解析解，而对于较复

杂的几何形式或者加载方式，则可以通过数值方法

求解。应力强度因子 K 是断裂力学中的传统参数，

体现裂纹尖端的奇异性，是控制裂纹尖端应力场的

主要参数。经过近百年的发展大多数几何形状和加

载条件下的应力强度因子 K 已经汇聚成册[6]。可对

于 T 应力的计算，目前只有少数文献提供 T 应力的

计算表达式，而且也是对纯弯或者纯拉等简单加载

形式。目前 T 应力的数值计算方法也有很多，如应

力差分法[7]、边界配置法[8]、利用最小势能或余能

定理的可变技术[9]或者采用杂交单元 HCE 进行计

算[10]等。近年来一直专注 T 应力计算的 Fett 提出格

林函数确定 T 应力的方法，并给出了各类几何形状

和加载条件下的格林函数[11]。 

三点弯曲缺口梁是实验室测试材料断裂性能

的主要试件，但在测试计算过程中未考虑 T 应力的

影响。在这些情况下忽略 T 应力是否合理，或者说

判断 T 应力的存在是否对断裂参数有影响，首先需

要确定裂纹尖端 T 应力的大小。目前针对单边裂纹

的 T 应力计算有部分数值结果，比如跨高比为

12[12]，或者缝高比范围在[0.1, 0.6]。虽然通过直接

拉伸和纯弯构件可以得到单边裂纹的格林函数，但

三点弯曲梁沿裂纹线上的应力分布由于受到集中

力的影响，在受压区很复杂[13]，与格林函数相乘再

进行积分进行 T 应力的计算不适合工程应用。本文

利用通用的 Abaqus 有限元程序得到两种跨高比情

况下的裂纹尖端 T 应力，在此基础上根据圣维南原

理，得到三点弯曲梁跨高比 ≥2 情况下的 T 应力，

并与本文的有限元计算结果进行了比较，验证了本

文方法的有效性和可靠性。 

1  三点弯曲缺口梁 T 应力的有限元 
计算 

在 Abaqus 程序的有限元计算中，裂纹尖端的 T

应力计算是基于关联积分方法(interaction integral 

method)[14]，详细背景可参考 Abaqus 的相关帮助文

件。这里仅作简单介绍。记 J 为实际的应力场产生

的 J 积分，另外考虑一虚拟辅助的半无限大裂纹应

力场，在裂纹尖端作用有平行于裂纹方向的集中荷

载 f，这种情况下裂纹尖端应力场产生的 J 积分记

为 J 
aux。将实际和虚拟辅助的应力场二者叠加，则

总的  tJ 积分为： 
t auxJ J J I                (1) 

其中，I 为实际的应力场与虚拟的应力场相关联的

积分，定义为： 

0
lim dI n M q





              (2) 

其中： 
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     (3) 

式(2)和式(3)中： 是环绕裂纹尖端的围线；q 是虚

拟裂纹尖端的扩展；、 分别代表实际应力场中

的应力和应变； L
aux 和 L

aux 代表虚拟应力场 f 产生的

应力和 应变。 

根据选取的虚拟应力场 f，对于平面应变问题： 

21

E I
T

f



              (4) 

其中：E 为材料的弹性模量； 为材料的泊松比。 

根据以上基本理论，对图 1 所示的三点弯曲缺

口梁进行了裂纹尖端 T 应力的计算。材料取线弹性，

E=30MPa， =0.3，荷载取 P=100N。在选定跨高比

的情况下，初始裂纹长度与高度的比值 a/D 的范围

从 0.1 到 0.9，步长为 0.1。在有限元计算过程中对

裂尖大约 D/10 范围内网格进行细分，用 collapse 

element 模拟裂尖奇异性，单元采用平面应变 8 节点

单元 CPE8。图 1 为跨高比 =4，缝高比 a/D=0.4 的

三点弯曲缺口梁网格划分。 

 
(a) 网格划分 

 
(b) 裂纹尖端网格放大图 

图 1  三点弯曲缺口梁网格划分示意图( =4, a/D=0.4) 

Fig.1  FE mesh of three-point bending notched beam  
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( =4, a/D=0.4) 

在 Abaqus 有限元计算中，采用围绕裂纹尖端的

围道积分进行求解。从式(1)可以看出，关联积分 I

理论上具有与路径无关的特性，因此围道积分可以

任意选取。为提高计算的准确性，Abaqus 采用的围

道远离裂纹尖端，因此区域积分在普通的网格划分

就能得到精确度比较高的关联积分 I。因此在计算

过程中，选取了围绕裂纹尖端的 4 个围道，但计算

结果只取远离裂纹尖端的第 3 个或第 4 个围道，而

且这两个围道的计算结果几乎一致，保证了关联积

分 I 的线性无关。  

对裂纹尖端应力强度因子的计算，Abaqus 有限

元程序也采用了关联积分方法。文献[15―16]采用

Abaqus 程序进行了裂缝尖端应力强度因子的数值

计算。为检验本文有限元程序计算 T 应力的可靠性，

论文同时对裂纹尖端的应力强度因子进行了计算，

并与现有的应力强度因子手册中提供的闭合解进

行比较。表 1 列出了 =4 和纯弯两种情况下裂纹尖

端 应 力 强 度 因 子 / πK a ( 其 中
2

6M

BD
  ，

4

PS
M  为跨中弯矩)的比较结果。 

表 1  有限元计算结果应力强度因子 /( π )K a 与 

已有成果比较 

Table 1  Comparison of stress intensity factor /( π )K a  

from the present FEM calucaliton and solutions  

in the literature 

=4 纯弯 
=a/D

本文计算结果 文献[6] 本文计算结果 文献[6] 

0.1 0.980 1.007 1.046 1.041 

0.2 0.977 0.988 1.055 1.035 

0.3 1.039 1.045 1.124 1.098 

0.4 1.174 1.179 1.260 1.234 

0.5 1.406 1.416 1.497 1.475 

0.6 1.819 1.831 1.913 1.898 

0.7 2.624 2.630 2.724 2.716 

0.8 4.562 4.543 4.670 4.674 

0.9 12.291 12.221 12.444 12.469 

表 2  有限元计算结果 T/ 与已有成果比较 

Table 2  Comparison of T/ from the present FEM calucaliton and solutions in the literature 

跨高比=4 跨高比=12 纯弯 
=a/D 

本文计算结果 文献[11] 文献[10] 本文计算结果 文献[10] 文献[12] 本文计算结果 文献[12] 文献[11]

0.1 0.349 0.356 0.348 0.369 0.367 0.369 0.379 0.379 — 

0.2 0.236 0.233 0.236 0.239 0.237 0.239 0.239 0.241 0.234 

0.3 0.130 0.129 0.129 0.098 0.096 0.099 0.080 0.082 0.080 

0.4 0.005 0.003 0.004  0.077  0.078  0.075 0.120  0.116  0.122 

0.5  0.175  0.176  0.178  0.320  0.321  0.318 0.397  0.391  0.396 

0.6  0.483  0.481  0.489  0.714  0.712  0.712 0.833  0.827  0.831 

0.7  1.147  1.144 —  1.495 —  1.486 1.670  1.660  1.678 

0.8  3.054  2.800 —  3.647 —  3.636 3.914  3.910  3.950 

0.9 14.111 11.500 — 15.167 — 15.160 15.779 15.720 14.000 
 

从表 1 看出，在缝高比[0.1, 0.9]范围内，有限

元计算得到的K与裂缝分析应力手册中提供的解符

合得非常好。因此同样用关联积分得到的 T 应力的

在缝高比[0.1, 0.9]范围内也是有效可靠的。据此，

对 =4、12 以及纯弯情况下的 T 应力进行了有限元

计算，结果见表 2。同时表 2 也列出了其他文献提

供的一些数值结果。 

从表 2 所列的几种情况看，对于跨高比 =12

和纯弯状态下，缝高比=a/D 在[0.1, 0.9]，本文的

Abaqus 有限元计算得到的裂纹尖端 T 应力与文  

献[12]的计算结果比较接近；对于跨高比 =4 和纯

弯状态，缝高比≤0.6 时，Abaqus 有限元计算结果

与采用权函数方法得到的 T 应力[11]接近，而当缝高

比较大时(≥0.8)时，Abaqus 计算结果与文献[11]

误差较大。 

根据有限元计算结果，对=4 和纯弯这两种情

况下的 T 应力进行了曲线拟合，以便在下一节中进

行一般跨高比的 T 应力计算。 

对 =4： 
3 2

2
4

0.9582 2.1562 1.8127 0.4405

(1 )

T   
 

       
 

(5) 

对纯弯状态： 
3 2

2
b

0.9012 2.438 2.1988 0.5034

(1 )

T   
 

       
 

  (6) 

拟合式(5)和式(6)与计算数据点的相关系数 R2

都在 99%以上。 
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2  三点弯曲梁 T 应力计算 

对跨高比为  三点弯曲缺口梁(如图 2 所示)，

根据圣维南原理，当  和 的取值范围都大于 2时，

在距跨中 D / 2 的两边加一对平衡力系，不会改变

裂纹尖端的应力状态。据此可以将图 2(a)的受力分

解为图 2(b)和图 2(c)的叠加，而图 2(a)所示的裂纹

尖端应力强度因子可以用图 2(b)和图 2(c)两种情况

下的应力强度因子进行叠加得到[17]。作为裂纹尖端

应力场中的常数项，T 应力也可以进行叠加计算： 

bT T T                  (7) 

                  

=
 

+

P

     
 

P

a
D

P/2P/2

 
P/2P/2

P/2P/2

D

D

D

D
 

图 2  三点弯曲缺口梁 T 应力计算图示 

Fig.2  Illustration of T-stress calculation in three-point 

bending notched beam 

设 
2 2 2

b
b

b

, ,
T BD T BD T BD

t t t
M M M
 

 
 

       (8) 

其中：B、D 分别为三点弯曲缺口梁试件的厚度和

高度；M、M、和 Mb 分别对应图 2(a)、图 2(b)和

图 2(c)三种情况下的梁跨中弯矩，即： 

b

( )
, ,

4 4 4

P D P D P D
M M M 

   
    (9) 

将式(8)和式(9)代入式(7)经整理可得： 

b b( )t t t t 



             (10) 

从式(10)可以看出，跨高比为  的三点弯曲梁

裂纹尖端的 T 应力大小可以由纯弯构件的 T 应力大

小 tb和另外一跨高比为对应的 T 应力大小 t 求得。

由于 是任意的，因此式(10)等号右边的第二项

b( )t t  应是一常数项。方便起见，这里取 =4。

则三点弯曲梁裂纹尖端的 T 应力计算公式简化为： 

b b 4

4
( )t t t t 

              (11) 

式(11)隐含着三点弯曲梁跨中裂纹尖端的应力

场与同样弯矩作用下的裂纹尖端应力场并不相同，

由于集中力作用在裂纹线上，集中力的存在对裂纹

线上的应力状态是有影响的。因此利用权函数方法

求解裂纹尖端的断裂参数时，裂纹线上的应力分布

不能采用简单梁理论计算。事实上矩形截面三点弯

曲梁跨中应力理论解是一无穷级数的形式[13]。因此

采用格林函数进行三点弯曲缺口梁尖端 T应力计算

时，三点弯曲梁上跨中应力分布的复杂性将给计算

带来困难，所以权函数方法不是计算三点弯曲缺口

梁裂纹尖端断裂参数的最佳选择。 

文献[18]在推导横向弯曲作用下裂纹尖端应力

强度因子时曾解释了跨中集中力的影响，由于 T 应

力也是裂纹尖端应力场的分量，因此跨中集中力的

影响同样适用于 T 应力。裂纹平面承受相同弯矩作

用时，在裂纹尖端产生的应力场应该是相同的，但

对三点弯曲梁来说，作用在裂纹面上的集中力在裂

纹面及其附近会产生一局部的压应力场，从而降低

弯矩产生的应力场，两者之间可以进行叠加，用公

式表示如下： 

b pT T T                 (12) 

其中：T 表示跨高比为的三点弯曲梁裂纹尖端的

T 应力；Tb 表示同弯矩作用下裂纹尖端的 T 应力；

Tp 表示集中力产生的附加压应力场导致的裂纹尖

端 T 应力，取负值是让 Tp 为正。Tp 的含义是相应的

附加拉应力场产生的 T 应力，假定 Tp 一般形式为： 

p p

P
T t

BD
                (13) 

将式(13)和式(8)代入式(12)，经整理可得： 

b p

4
t t t 
               (14) 

将式(14)与式(11)进行比较，得到： 

p b 4t t t                 (15) 

式(15)的推导是对式(11)的另一种解释，即三点

弯曲缺口梁的 T应力是由同样弯矩作用和集中力共

同影响的结果。 

(a) 

(b) 

(c) 
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利用式(8)和式(11)以及弯矩和应力的关系式

2

6M

BD
  ，最终可以得到跨高比 2 ≥ 情况下(圣维

南原理成立的前提下)的 T 应力： 

b b 4

4T T T T

    
                          

   (16) 

其中，
b

T


 
 
 

和
4

T


 
 
 

在上一节已经得到其拟合公

式，即式(5)和式(6)。 

     













 =2.5
 =3
 =4
 =6
 =8
 =10
  Abaqus =6
 Abaqus =8
 Abaqus =10

 
图 3  三点弯曲缺口梁 T 应力计算结果 

Fig.3  Calculation of T-stress in three-point bending notched 

beam 

图 3 给出了根据式(16)得到的不同跨高比情况

下，三点弯曲缺口梁裂纹尖端 T 应力随裂缝长度的

变化情况。为保证圣维南原理的有效性，跨高比
选取了 2.5、3、4、6、8、10 几种情况。从图 3 可

以看出，随着试件裂纹尺寸的增大，裂纹尖端的 T

应力数值也在增大，经历从负到正的变化。根据修

正的最大切应力准则[2]，当 T < 0 或 T > 0 但值较小

时，T 应力不会对材料的断裂韧度和起裂方向产生

影响；当 T > 0 而且数值较大时，将会对裂纹的起

裂方向和材料断裂韧度的确定有明显影响。对于实

验室确定混凝土断裂韧度经常采用的标准三点弯

曲梁而言，T = 0 的位置大约在 a/D=0.4 处，因此不

会对混凝土断裂韧度的准确确定有影响。从图 3 还

可以看出，对于缝高比 > 0.2 的试件，随着跨高比

的增大，T 应力也是增大的，说明跨高比对 T 应力

的影响还是很明显的。不过当  较大时(如 > 6

时)，跨高比的影响不很明显，因为大跨高比的试件

已经接近纯弯状态了，集中荷载的局部影响相比较

弱。另外，由于 T 应力不能通过试验直接验证，图 3

同时给出了式(16)确定的 = 6、8 和 10 三种情况下

的裂纹尖端的 T 应力与有限元计算结果的比较，符

合得较好。 

3  结论 

本文根据圣维南原理由纯弯和标准三点弯曲

缺口梁裂纹尖端的 T 应力推导了跨高比 ≥2 时裂

纹尖端 T 应力的计算公式。同时解释了在承受相同

弯矩作用下，三点弯曲梁和受弯构件裂纹尖端的应

力场是不同的，两者的差距可以用作用在裂纹面的

集中力在裂纹面及附近引起的局部压应力场解释。 

目前确定 T 应力采用的格林函数方法，即假定

格林函数的形式，通过直接拉伸和纯弯状态的 T 应

力求得格林函数中的系数，然后将其与三点弯曲梁

跨中截面的正应力分布函数相乘在裂纹区间进行

积分得到。由于三点弯曲梁跨中截面的正应力分布

复杂，所以格林函数在三点弯曲梁 T 应力的计算过

程中并不占优势。文献[11]的 T 应力也仅以表格的

形式给出了若干跨高比，若干缝高比情况下的计算

结果。相比而言，本文给出的计算方法更为实用，

手算即可完成。 
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1 2 2
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y
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
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 

，
2

2 2 2

6
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k
y

k k


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对 1y 、 2y 求关于 k 的导数为： 
2 2 3 4

1 2 2 2

252 1728 2592

[4( 3 ) ]

k k
y

k k

  


  
 

， 

3 2 2

2 2 2 2

432 32

[4( 3 ) ]

k k
y

k k

 

 

 
。 

因为 0k  、 0  ，所以 1 0y  、 2 0y  。因此， 1y 、

2y 为增函数。 

式(14)、式(15)可改写为： 

1
1 2 2

| | 0.5 | | 1.5 | |i j i j

y
m y y v v

L
      ， 

1
1 2 2

| | 0.5 | | 1.5 | |i j i j

y
m y y v v

l l L

              
   

 

可见：在式(14)中， m 是 k 的增函数，而在式(15)中， m

是 k 的减函数。
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