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弹性支承输流管道在分布随从力作用下的稳定性 
许  锋，郭长青，黄建红 
(南华大学城市建设学院，湖南，衡阳 421001) 

摘  要：以两端弹性支承梁的振型函数为试函数，采用 Galerkin法对在流动流体和分布随从力共同作用下管道的

运动微分方程进行离散。通过求特征值，研究了两端弹性支承输流管道在分布随从力作用下复频率的变化以及失

稳时的临界流速。分析了支承刚度、分布随从力、流速、质量比对输流管道振动与稳定性的影响。数值计算结果

表明，支承刚度的变化对临界流速有较大的影响，支承刚度的变化和分布随从力的大小及方向会影响输流管道失

稳类型。 
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STABILITY OF ELASTICALLY SUPPORTED PIPES CONVEYING FLUID 
WITH DISTRIBUTED FOLLOWER FORCE 

XU Feng , GUO Chang-qing , HUANG Jian-hong 
(School of Urban Construction, University of South China, Hengyang, Hunan 421001, China) 

Abstract:  The dynamic differential equation for pipes under the co-action of a distributed follower force and 
flowing fluid is established, and then it is discretized with Galerkin method by choosing the modal functions of an 
elastically supported beam as trial functions. The complex frequency and the critical flow velocity of elastically 
supported pipes conveying fluid with a distributed follower force are studied via solving eigenvalues. The 
influences of supporting stiffness, distributed follower force, flow velocity and mass ratio on the vibrations and 
stability of pipes conveying fluid are analyzed. Numerical results show that the variation of supporting stiffness 
has a great influence on critical flow velocity, and that the types of stability of pipes conveying fluid will be 
changed with the supporting stiffness and the direction and magnitude of the distributed follower force.  
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由于实际工程中的输流管道支承形式的多样

性，按两端理想支承来处理分析输流管道其结果与

实际情形会有很大差别。对于输流管道理想支承时

的稳定性研究已经有了大量的文献资料报道[1―5]，

对于弹性支承的研究目前文献也很丰富[6―15]，但对

于弹性支承输流管道受到分布随从力这种受力形

式作用时振动和稳定性的情况并没有太多的报道。

本文在已有研究的基础[16]上，考虑并分析了不同支

承刚度、分布随从力及系统其他参数对管道振动和

稳定性的共同影响。 

1  运动方程 
如图 1所示，两端弹性支承输流管道受分布随

从力作用，管内流体以恒定流速流动，在运动过程

中，分布随从力始终保持与输流管道轴线相切。 

 
图 1  分布随从力作用下的弹性支承输流管道模型 
Fig.1  Model of elastically supported pipe conveying  

fluid with distributed follower force 
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管道采用 Bernoulli-Euler 梁模型，位置 x 处任
意时刻 t的挠度记为 w(x,t)，其梁模型振动微分方程   
为[17]： 
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式中：w 为管道横向位移；EI 为管道抗弯刚度；L
为管道长度；q 为沿管道切线方向的分布随从力；
m为管道单位长度质量；M为单位长度上管内流体
的质量；U为管内流体流速。 
引入如下的无量纲量，将式(1)化为无量纲形

式： 
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(2) 
采用 Galerkin方法将式(2)在模态空间内展开，设：
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其中 ( )iψ ξ 为两端弹性支承梁的第 i阶振型函数[2]，

则式(2)化为： 
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式(4)两边同乘以 ( )jψ ξ , 1,2, ,j N= L 然后在区间[0, 

1]上进行积分，经过计算和整理后可得： 
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为便于求解，引入状态参数： 
T T
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将二阶线性微分方程式(5)化为一阶线性微分

方程组： 
′ =z Az                (7) 

式中系数矩阵 
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其中非零元素为： 
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2  模态函数与频率方程 

图 1所示两端弹性支承梁的边界条件为： 
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式中，K1、K2为弹性支承刚度系数。 

引入无量纲 1 2
1 2= =K Kk k

EI EI
、 (为以后讨论的方

便，本文取 k1=k2=k)。 
通过边界条件求得梁模型横向弯曲振动模态

函数为： 
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其中： 
0

2

3
3

3
1

2sinh (cosh cosh )
(sinh sin )

2sin (cos cosh )

( )i

D L F L L
D F L L
D L F L L

EI LF
K L

λ λ
λ λ

λ λ λ

λ

= + −
= −
= + −

=

，

，

，

。

 

对于本文所按 k1=k2=k讨论的情形，经取 k=100
时的图形数据结果与文献[17]对比一致，说明模态
函数推导正确。 
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3  弹性支承输流管道的计算结果  
分析 

3.1  发散失稳的临界流速 
取式(4)的截断项数 N=2，由∣A－HI∣＝0可

得特征方程： 
4 2
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其中： 
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特征方程式(11)有零特征值的条件为 p0＝0，通
过该条件求得分别在当 k=1、k=50、k=100、k=400、
β=0.2 时的简支梁输流管道发散失稳无量纲临界流
速 uc随无量纲分布随从力 γ (γ＜0时表明流速方向
与随从力方向相同)的变化关系，如图 2所示。 
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图 2  k取不同值时输流管道无量纲临界流速随 

无量纲分布随从力的变化 
Fig.2  Dimensionless critical flow velocity vs Dimensionless  

distributed follower force for various support stiffness k   

从图 2 我们可以清楚地看出：当质量比取 β＝
0.2 时，对于支承刚度一定的输流管道，其发散失
稳无量纲临界流速随无量纲分布随从力的增大而

减小；与流速方向相同的分布随从力(γ＜0)使流速
增大，这与文献[16]得到的结论一致。对于一定的
分布随从力，随着支承刚度的增大，输流管道的临

界流速也随之增大，但增大的幅度却有减小且稳定

区的范围也在变小。当无量纲分布随从力 14γ = ，

方向与流速方向相同时，对于刚度 k=1的弹性支承
下的输流管道已经发生发散失稳。 

为了研究其他参数对系统临界值的影响，本文

还研究了 k=100时无量纲临界流速随不同质量比及
无量纲分布随从力的变化，发现无论质量比取何

值，所得到的无量纲临界流速与无量纲分布随从力

的关系曲线图都是重合的，表明在分布随从力作用

下，系统的临界流速与质量比无关。这一现象可以

从无量纲化运动微分方程式(2)中得到解释：质量比
β仅出现在科氏力项中，而系统发散时科氏力趋于 0，
与文献[16]得到的结论一致。 
3.2  不同参数对振动与稳定性的影响 

给定不同的无量纲流速 u、无量纲分布随从力
γ和质量比 β以及不同的支承刚度 k，可求出矩阵 A
的两对特征值 H。 
特征值也可用无量纲复频率Ω替代表示： 

R Ii i iΩ H α ω Ω Ω= − = − ≡ +  

由于A为实矩阵，其特征值H总是成对出现(一
对共轭复数或实数)，每对特征值对应系统的一个振
动模态，相应的Ω是一对虚部相同、实数相反(一
般只取一个正值表示频率)或虚部不同、实部为 0
的复频率。为了更为清晰直观的研究不同支承输流

管道在流动流体和分布随从力共同作用下的失稳

方式和特点，图 3给出了 γ=20、β=0.2、k取不同值
时无量纲频率的实部、虚部随无量纲流速 u的变化
关系。图 4给出了 k=100、β=0.4、γ取不同值时输
流管道无量纲复频率的实部、虚部随无量纲流速 u
的变化。图 5给出了 k=50、β=0.4、u取不同值时输
流管道无量纲复频率的实部、虚部随无量纲流速的

变化。 
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图 3  不同支承刚度下输流管道无量纲复频率的 

实部、虚部随无量纲流速的变化 

Fig.3  Dimensionless complex frequencies vs dimensionless  

flow velocity for various support stiffness k 

从图 3 可以清楚地看到：对于分布随从力和质

量比都比较小的情况(γ=20，β=0.2)，随着无量纲流

速的不断增大，支承刚度 k=1、k=50 的系统其一阶

模态复频率的实部均为正，而虚部则一正一负，系

统的失稳方式均为发散失稳，二阶模态一直处于稳

定(复频率实部，虚部都为正)。随着支承刚度的增

加(k=100、k=200)，系统的一阶模态失稳方式分别

会在 u=5.4、u=4.6 后由微弱的颤振失稳变为微弱的

发散失稳(复频率实部由零变为正，虚部各有一支始

终为负)，二阶模态则分别在 u=3.5、u=3.2 从稳定

变为颤振失稳(复频率实部为正，虚部从正变为负)，

而后又分别在 u=4.9、u=4.7 处又由颤振失稳重新获

得稳定。 
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图 4  不同分布随从力下输流管道无量纲复频率的 

实部、虚部随无量纲流速的变化 

Fig.4  Dimensionless complex frequencies vs dimensionle 

flow velocity for various follower force 

对支承刚度较大，质量比较小的这种典型情

况，图 4 给出了 k=100、β=0.4、γ 取不同值时无量

纲复频率的实部、虚部随无量纲流速的变化关系。

随无量纲流速的增加：当 γ=0 时系统的一阶模态会

在 u=2.7 后出现一个暂时的发散失稳，然后在 u=5.8

处重新获得稳定；而其二阶模态则会在 u=5.7 处由

稳定变为颤振失稳(复频率实部始终为正，虚部由正

变为负)。当 γ=30 时，系统的一阶模态发散失稳，

二阶模态会出现一个由稳定变为微弱颤振失稳然

后又重获稳定的过程(复频率的实部为正，虚部由正

变为负然后又变为正)。对于 γ=15、-15 的情况可以

看出，与 γ=0 情况相比除了发散点处的流速不一样

外，一阶、二阶的失稳方式的变化过程都大致一样。 
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图 5  不同无量纲流速下输流管道无量纲复频率的 

实部、虚部随无量纲分布随从力的变化 
Fig.5  Dimensionless complex frequencies vs dimensionless  

distributed follower force for various flow velocity  

图 5给出了 k=50、β=0.4、u取不同值时复频率
的实部，虚部随无量纲分布随从力的变化关系曲线

图。当无量纲流速 u=0时，在分布随从力作用下，
系统的失稳方式主要是发散失稳。当无量纲流速

u=5 时，复频率虚部的四个分支有正有负，系统会
表现出从稳定到发散失稳的失稳方式。当无量纲流

速 u=15 时，系统在分布随从力变化情况下会出现
由颤振失稳到发散失稳的变化，且还可以从图中看

出，当分布随从力方向与流速方向相反时，大小在

一定范围内，系统不会出现失稳情况。 

4  结论 
本文讨论的两端弹性支承输流管道是根据可

能的工程实际选择的刚度并在支承刚度变化的基

础上，分析研究了输流管道在受到分布随从力的作

用下的振动与稳定性，得到如下结论： 
(1) 支承刚度取不同值时输流管道无量纲临界

流速随无量纲分布随从力的变化有很大的不同：当

刚度比较小时，增大分布随从力会明显的增大输流

管道的临界流速；若刚度较大时，分布随从力的变

化对临界流速的变化的影响不明显。 

(2) 输流管道的失稳方式与支承刚度的大小有
关：随从力保持定值时，随着流速的增大，刚度较

小的管道只会出现发散失稳；对于刚度较大的支

承，管道既会颤振失稳，也会出现发散失稳。 
(3) 若保持支承刚度、分布随从力分别为某一

定值，由于分布随从力的不同，输流管道会出现随

着流速的增大会表现出颤振失稳的情况，也有从发

散失稳到重获稳定的过程。 
(4) 输流管道的失稳方式与分布随从力的方

向、流速大小有关：当支承刚度保持恒定时，流速

较小的管道会表现出从稳定到发散失稳的失稳方

式；流速较大时会出现由颤振失稳到发散失稳的转

变，当分布随从力方向与流速方向相反且大小在一

定范围时，系统不会出现失稳。 
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