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含椭圆型孔洞有限大电致伸缩材料板的二维问题 
张  宁，高存法 

(南京航空航天大学机械结构力学及控制国家重点实验室，南京 210016) 

摘  要：基于电致伸缩材料的基本方程，该文采用 Faber级数方法研究了含有椭圆型孔洞的有限大电致伸缩材料

板在受到电载荷作用下的二维问题。采用各向同性体平面理论中的复势方法，以 Faber级数、保角映射及最小二

乘边界配置技术为工具，提出了含有单个椭圆孔的有限大电致伸缩材料板在电载荷作用下的级数解，详细讨论了

板的尺寸、孔洞的尺寸、孔洞的分布以及洞内的电场对于孔边应力的影响规律。最后通过几组数值算例，讨论了

各种参数的变化对孔周应力集中的影响，并就特殊情况与文献中的一些结果进行了比较，结果表明最小二乘边界

配置法具有精度高、收敛速度快等优点。 
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SOLUTION OF AN ELLIPTICAL HOLE IN A FINITE 
ELECTROSTRICTIVE SOLID 

ZHANG Ning , GAO Cun-fa 
(State Key Laboratory of Mechanics and Control of Mechanical Structures, Nanjing University of Aeronautics & Astronautics, Nanjing 210016, China) 

Abstract:  Based on the complex potential method in the plane theory of isotropic elasticity, a series solution 
for the stress field of a finite plate containing an elliptical hole subjected to electrical loads is studied by means of 
the Faber series expansion. The key point is that the technique of least squares boundary collocation is employed 
twice. According to this method mentioned above, electric field and stress field can be obtained, respectively. 
The effects of plate size, hole size, hole distribution and electric field inside the elliptical hole on the stress field 
around the elliptical hole are studied in detail. Several conclusions valuable to practices are drawn. Finally, the 
effects of the parameters on the hole stress concentration and the stress intensity factors are studied through 
several numerical examples. It is shown from the obtained results for special examples that the least squares 
boundary collocation technique presented has many advantages such as high accuracy and good convergence. 
Key words:  electrostrictive materials; Faber series; conformal mapping; elliptical hole; electrical loads; least 

squares boundary collocation technique 
 
电致伸缩材料由于其具有高敏感性和反应性

而被广泛应用于各种在智能器件中[1]。与传统固体

材料一样，电致伸缩材料内部也不可避免的会出现

各种缺陷，如夹杂、裂纹以及孔洞等。因此对含有

裂纹等缺陷的电致伸缩材料的研究就显得十分重

要。例如，Smith 和 Warren[2]对含有扁椭圆缺陷以

及刚性夹杂的无限大电致伸缩材料板做了详细的

分析，求出了椭圆端部的应力场。McMeeking[3―4]

求解了含裂纹或夹杂电介质的二维问题。蒋泉[5]对

电致伸缩材料中的缺陷问题进行了一系列的研究，

得出了一系列很有意义的解。Gao 等[6]利用椭圆空

洞模型讨论了Maxwell应力的效应对于电致伸缩材
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料内部裂纹扩展的影响，并且还将研究工作扩展到

多个共线裂纹时的情况[7]。 
但是，在先前所有的文献当中，电致伸缩材料

板都被假定为无限大时的情况，而在实际工程应用

中，结构的尺寸都是有限的，需要考虑板的实际大

小对于缺陷的影响。但是，确定有限尺寸带裂纹体

的应力场及应力强度因子，由于数学上存在着很大

困难，目前还只能采用数值解法和近似分析解法。

解析法结果准确，但只适用于个别的无限大域情

况；数值法采用有限元方法，所能解决的问题广，

但计算量大，对于应力变化剧烈的含孔板计算精度

低；而半解析半数值方法则兼顾了前两者的特点。 
本文应用半解析半数值方法在考虑板的尺寸

以及孔洞内电场的影响下采用保角变换-边界配点
方法针对含有椭圆孔洞的有限大电致伸缩材料板

的二维问题展开研究。 

1  电致伸缩材料的基本方程   

对于没有线性压电效应的各向同性电致伸缩

材料，在等温条件下的本构关系可以写成[8―9]： 

1 2

m 1 2

12 ( )
2

( )

ij ij kk ij i j k k ij

i ij ij kk ij j

Ge e a E E a E E

D a e a e E

σ λ δ δ

ε δ δ

 = + − +

 = + +

 (1) 

式中： ijσ 、 iD 、 ije 、 iE 分别为应力、电位移、应
变和电场强度； 1a 、 2a 为等温条件下的两个互相独
立的电致伸缩系数； mε 为无应变情况下的介电常

数； ijδ 为 Kronecker delta；G和λ为 Lame常数。 
根据文献[8]，电致伸缩材料的力学平衡方程可

用伪总应力 ijσ% 表示为： 
M

ij ij ijσ σ σ= +%               (2) 

其中： ijσ 为外加机械载荷所引起的应力； M
ijσ 为

Maxwell应力，其表示式如下： 
M

m m
1
2ij i j k k ijE E E Eσ ε ε δ= −       (3) 

边界上的伪总面力表示为： 
m M

i ij j i ij jX n X nσ σ= = +% %         (4) 

其中，
m
iX 表示边界上的外加机械力。 

电致伸缩材料的本构方程是非线性的，处理起

来比较困难。因此本文做了一些近似处理：小变形

情况下，忽略应变对介电常数和电场的影响，利用

关系式 i ij jD Eε= 将电场与力场解耦，先求出静电

场，再利用已知的电场求解力场。 

根据这一假设，二维问题的静电场可以表示为

如下： 

k kD Eε=                     (5) 

k
k

E
x
ϕ∂

= −
∂

                  (6) 

0 , 1,2k

k

D k
x

∂
= =

∂
            (7) 

将式(5)与式(6)代入到式(7)中可得： 
2 2

2 2
1 2

0
x x
ϕ ϕ∂ ∂

+ =
∂ ∂

             (8) 

式(8)的通解为： 

1 2Re[ ( )],w z z x ixϕ = = +         (9) 
其中， ( )w z 表示未知电势函数。 

将式(9)代入到式(6)中可得： 
1 2Re[ ( )], Im[ ( )]E w z E w z′ ′= − =     (10) 

那么将式(10)代入到式(6)中可得： 
 1 2Re[ ( )], Im[ ( )]D w z D w zε ε′ ′= − =    (11) 

利用电场边界条件求出电势函数 ( )w z 之后，所
有应力场也就能够得到，最终结果概括如下[8]： 
伪总应力 ijσ% ： 

22 11
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( ) ( ) 2[ ( ) ( )]

2i ( ) ( ) 2[ ( ) ( )]

w z w z z z

w z w z z z z
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
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 (12) 
其中， 1 2(1 2 )( ) / [4(1 )]a aκ ν ν= − − + − ， ( )zφ 和

( )zϕ 为两个电-弹复势函数。 

Maxwell应力 M
ijσ ： 

M M
22 11
M M M
22 11 12 m

0

2i ( )z

σ σ

σ σ σ ε Ω

 + =


′− + = −
     (13) 

其中， 2( ) [ ( )]z w zΩ ′ ′= 。 

2  电势函数求解 
考虑一个含有椭圆型孔洞的有限大电致伸缩材

料板，板的上下表面受有电载荷 2E 的作用，如图 1
所示。板的长度为 2W ，宽度为 2H ，椭圆型孔洞
的长、短半轴分别为 a和b。材料和孔洞内部介质
的介电常数分别为 mε 和 0ε 。椭圆左端点距离板的
左边界的距离假设为 e。 
假设孔洞内部的电势为 0ϕ ，则根据式(9)有： 

0 0Re[ ( )],w zϕ =   1 2iz x x= +         (14) 
其中， 0 ( )w z 为孔洞内部电场复势函数。假设裂
纹内部的电场强度分量 0 0

1 2( , )E E ，则根据式(10)与
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式(11)可知，电位移分量 0 0
1 2( , )D D 可以表示为： 

0 0
1 0 2 0Re[ ( )], Im[ ( )]E W z E W z= − =       (15) 
0 0
1 0 0 2 0 0Re[ ( )], Im[ ( )]D W z D W zε ε= − =   (16) 

其中， 0 0( ) d ( )/dW z w z z= ， 0ε 为空气的介电常数。 

 
图 1  含有孔洞的电致伸缩材料板受外加电场作用 

Fig.1  An elliptical crack in an electrostrictive plate under an 
electric load 

那么由高斯定理可知：  
0

0 0d Im[ ( )]ns
D s w zε=∫         (17) 

假设有限大板上的电位移为 nD ，电场复势函数
为 ( )w z ，则同理可得： 

md Im[ ( )]ns
D s w zε=∫          (18) 

则结合式(17)与式(18)可有： 
0 0 mIm[ ( )] Im[ ( )]w z w zε ε=        (19) 

又根据椭圆孔洞边界电势连续条件可得： 
0Re[ ( )] Re[ ( )]w z w z=          (20) 

这样，我们就得到式(19)与式(20)这两个电场边界    
条件。 

为了便于求解 ( )w z ，引入保角变换函数： 

( ) mz Rω ζ ζ
ζ

 = = + 
 

          (21) 

其中， ( ) / 2R a b= + ， ( ) / ( )m a b a b= − + ，将 z平
面中椭圆孔的外部保角映射到ζ 平面上单位圆的
外部。此时，可以将电势函数 0 ( )w z 、 ( )w z 分别写
为 Faber级数的形式： 

0
1

( ) ( )k k k
k

k
w a mζ ζ ζ

∞
−

=

= +∑               (22) 

,
1 1 1

( ) ( )k n n n
k k n k

k k n
w b c H mζ ζ ζ ζ

∞ ∞ ∞
− −

= = =

= + +∑ ∑∑  

(23) 
其中， ka 、 kb 、 kc 为待求复系数。 ,n kH 为 Faber

级数的系数，其表达式如下： 

2π i i i
, 0

1 1 1( )e ( )e e d
2π 2 2

k
n

n kH a b a bθ θ θ θ− − = + + −  ∫  

(24) 
则将式(22)与式(23)代入到式(19)与式(20)中，取有
限项 N ，并令方程左右两边相同幂次 nσ  
( 1, 2, ,n N= ± ± ⋅ ⋅ ⋅ ± )的系数相等，即可得到确定各待
定系数的 4N 个方程，由于方程数不足以满足未知
数个数。为此需要借助于板上外边界条件来确定。 

那么利用最小二乘边界配置法[10]，在外边界上

取点 nz ( 1,2, , , 2 )n M M N= ⋅ ⋅ ⋅ ≥ ，将式(23)以及点

nz 代入到式(15)中，可得到满足边界条件的M个方

程。这 M个线性方程与由内边界得到的 4N个方程
联立求解，即可确定所有未知待定系数，从而确定

电势函数 0 ( )w z 以及 ( )w z 。 

3  电-弹势函数求解 

电-弹势函数的形式可以表示为： 

 
1

2

i( ) ln ( )
2π(1 )
( i )( ) ln ( )

2π(1 )

X Yz z z z
K

K X Yz z z z
K

φ Γ φ

ϕ Γ ϕ

∗

∗

+ = − + + +
 − = + +
 +

   (25) 

因为椭圆孔周表面不受力，且材料板仅在板边

界受有电场作用，所以有 1 2 0X Y Γ Γ= = = = 。 

则式(25)就变为： 
( ) ( ),z zφ φ∗=   ( ) ( )z zϕ ϕ∗=       (26) 

同样地，式(26)也可以展为 Faber级数的形式，
并且经过式(21)保角变换之后，可以写为： 

0
1

( ) ( )k k k
k

k
d mφ ζ ζ ζ

∞
−

=

= +∑               (27) 

0
1

( ) ( )k k k
k

k
f mϕ ζ ζ ζ

∞
−

=

= +∑              (28) 

,
1 1 1

( )( ) k l l l
k k l k

k k l

g h H mζ ζ ζφ ζ
∞ ∞ ∞

− −

= = =

= + +∑ ∑∑    (29) 

,
1 1 1

( )( ) k l l l
k k l k

k k l

H mu pζ ζ ζϕ ζ
∞ ∞ ∞

− −

= = =

= + +∑ ∑∑  (30) 

其中： 0 ( )φ ζ 、 0 ( )ϕ ζ 为椭圆洞内的两个电-弹势函
数； ( )φ ζ 、 ( )ϕ ζ 为有限大板上的两个电-弹势函数；

kd 、 kf 、 kg 、 kh 、 ku 、 kp 为待求复系数。 

将式(27)~式(30)孔周应力和位移连续条件中，
然后取有限项 N，并且令方程左右两边相同幂次

( 1, 2, , )n n Nσ = ± ± ⋅ ⋅ ⋅ ± 的系数相等，则比较 nσ 系数

可得： 
1 2

2 2( ) [ ( 2) ]n n
n n n nR d md R m n d m n d+ −

− −− − ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ +  

2H  b  
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2W  

1x  

2x

0ε
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e
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1 1 1 )l j l j j l j l j ll m l m l mσ σ σ+ + − − + − +⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅    (31) 
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                   (32) 

再对式(31)与式(32)分别取共轭，则最终可得到
满足椭圆孔周边界条件所得的 4N 个方程，由于以
上方程右边的系数已经在上节中求出，因此我们只

需确定 kd 、 kd 、 kf 、 kg 、 kg 、 kh 、 kh 、 ku 、 kp
这 9N个未知系数。由于未知数个数远大于方程数，
为此仍需要借助于板上的外边界条件来确定。 
再次利用最小二乘边界配置法，在外边界取点

( 1,2, , , 5 )nz n M M N′ = ⋅ ⋅ ⋅ ≥ 。然后将式(29)、式(30)
以及点 nz′ 代入到伪总应力边界条件式(12)中可得到

满足边界条件的 M个方程： 
2 2
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这M个线性方程与由内边界得到的 4N个方程
联立求解，再结合上一小节中求得的系数 ka 、 kb 和

kc ，即可确定所有未知待定系数，从而求得复应力
函数 ( )zφ 、 ( )zϕ 。将它们代入到式(7)中，就可得
到该问题的应力场的解答。 

4  数值算例 
以 PMN 电致伸缩材料作为算例，材料常数   
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如下： 
281GPaE = , 0.26µ = , m 6.64ε = ×  

10−8C2·N−1·m−2, 5
1 2.704 10 F/ma −= × , 2a =  

64.899 10 F/m−− × , 0.01ma= 。 
4.1  有限大板与无限大板的孔周应力比较 
为了验证保角变换-边界配点法在求解含有椭

圆孔洞的有限大电致伸缩材料板孔周应力的精确

性，先利用 MATLAB[11]算出有限大板中椭圆孔周

应力的数值解,然后将数值结果退化为无限大板时
的情况再与无限大板中椭圆孔周应力的解析解结

果[5]进行比较发现，用数值法计算得出的结果与解

析解结果基本吻合，其误差不足 2%，精度比较高，
而且该误差还将随着板尺寸的增加而减小。 

/M
Pa

θ
σ

0 2πθ≤ ≤  
图 2  无限大板与有限大板的孔周应力比较 

Fig.2  Stress around an elliptical hole in an infinite and  
finite plate 

4.2  收敛性分析 
当一个含有椭圆孔洞的有限大电致伸缩材料

板在上下表面受到大小为 1MV/m 的电场 2E 作用
时，图 3 描述了不同级数项数以及配点数(N=3, 
M=20, N=5, M=30, N=7, M=40, N=9, M=40, N=12,  
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图 3  不同 N和M取值时的计算结果比较 

Fig.3  comparison of compute results under different N  
and M values 

M=80)对椭圆孔周应力的影响，从图中可以看出，
当配点数均满足方程数个数大于未知数个数的要

求时，随着级数项数 N越来越大，计算结果逐渐趋
于相同。当级数项数 N取 7及以上时，可以看出计
算结果几乎一致，因此可以得出结论：当 N=7时，
级数收敛。故此，本文中的算例，均取级数项数 N=7，
配点数 M=40。 
4.3  正方形板的尺寸对中心椭圆孔周应力的影响 
图 4给出了椭圆位于中心时正方形板的尺寸对

于椭圆孔周应力的影响，从图中可以看出，板的大

小对于孔周应力的影响很大,结构尺寸越小，椭圆孔
周应力就变得越大，这与实际情况是相吻合的。 
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图 4  不同结构尺寸下的孔周应力分布(b/a=9/10) 

Fig.4  Variation of hoop stress θσ  at the rim of the hole with 
different plate size for b/a=9/10 

4.4  矩形板的高宽比对中心椭圆孔周应力的影响 
当电致伸缩材料板为矩形板时，孔洞仍然位

于板的中心，其到左边距或右边距的位置比为：

: 2W a = 。由于仅在板的上下表面作用有电载荷

2 1MV/mE = ，因此我们调整板的高度 H ，分别
考虑 /H W = 0.6、1、1.5、7.5、15 这 5 种不同高
宽比对孔周应力分布的影响。从图 5 可以看出，
随着板高度的逐渐增加，孔周应力变得越来越小，

在椭圆长半轴处的应力集中现象也随之变得越来

越不明显。 
4.5  椭圆孔洞的位置对孔周应力的影响 
如图 1所示，考虑一个含有偏心椭圆孔洞的电

致伸缩材料板，了便于计算和比较，假定材料板为

正方形板，即 / 1H W = ，且固定板宽与椭圆长轴的
长度比为 / 30W a = 。如果 /e a 相对较小 (例如

/e a = 4、1.5、1)，就相当于半无限大板的情况，
此时仅反映了板的一条自由边对孔洞环向应力的

影响。 
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图 5  矩形板的长宽比对孔周应力分布的影响(b/a=3/5) 

Fig.5  Effect of aspect ratio on hoop stress θσ  at the rim of 

the hole for b/a=3/5 

由图 6可见，当材料板受到相同电载荷作用时，
孔洞位置对于孔周应力的影响都相对较小，当椭圆

较扁的时候，该影响可以忽略不计而看成是无限大

板中心椭圆的情况。 
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图 6  孔洞边距对孔周应力的影响(b/a=1/2) 

Fig.6  Effect of hole distribution on hoop stress θσ  at the 
rim of the hole for b/a=1/2 

4.6  椭圆孔洞退化为裂纹时的情况 
当椭圆短半轴 0b = 时，椭圆孔洞就退化为裂

纹，此时根据式(12)，裂纹端部伪总应力的奇异部
分可以表示为下式： 

22 12 s s
1[ i ] [ ( ) ( ) ( ) ( )]
2

w z w z w z w zσ σ κ ′ ′ ′′+ = + +% %  

s[ ( ) ( ) ( ) ( )]z z z z zφ φ φ ϕ′ ′ ′′ ′+ + +      (34) 
那么在裂纹的尖端 1x a= 处，应力强度因子可以定

义为如下： 

I II 22 12 slim 2π( )[ i ]
z a

K iK z a σ σ
→

+ = − +% %    (35) 

将前面求出的电势函数 ( )w z 以及复势函数 ( )zφ 、

( )zϕ 代入到式(34)以及式(35)中计算可得到图 7~

图 8： 

图 7和图 8考虑了材料板外不同介质环境对裂
纹尖端应力强度因子的影响。从图 7、图 8可以看
出，当材料板在外边界处受到不同大小的电载荷作

用时，如果裂纹内部的介质为空气 c 0( )ε ε= ，而板

外部介质的介电常数大于空气的介电常数时，应力

强度因子将随着板外部介质介电常数的增大而增

大；当板外部介质的介电常数小于裂纹内部介质的

介电常数时，应力强度因子将会随着板外部介质介

电常数的增大而减小。 
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c/ 10ε ε∞ =
2

c/ 10ε ε∞ =
3

c/ 10ε ε∞ =

 
图 7  当受到电载荷作用时，不同环境对应力强度因子的 
影响： cε ε

∞
> 12 2 1 2

c 0( 8.85 10 C N m )ε ε − − −= = × i i  
Fig.7  Effect of environment on stress intensity factor under 

different electric load for the case: cε ε∞ >  
12 2 1 2

c 0( 8.85 10 C N m )ε ε − − −= = × i i  

2D∞

3
c/ 10ε ε −

∞ =
2

c/ 10ε ε −
∞ =

1
c/ 10ε ε −

∞ =

 
图 8  当受到电载荷作用时，不同环境对应力强度因子的 

影响： cε ε∞ < 9 2 1 2
c( 10 C N m )ε − − −= i i  

Fig.8  Effect of environment on stress intensity factor under 
different electric load for the case: 

cε ε∞ < 9 2 1 2
c( 10 C N m )ε − − −= i i  

5  结论 
本文研究了含有椭圆孔洞的有限大电致伸缩

材料板的二维问题。采用平面问题中的复势方法，

利用保角映射技术，借助于 Faber 级数展开，两次

2
c/ 10ε ε∞ =
c/ 10ε ε∞ =

3
c/ 10ε ε∞ =
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应用最小二乘边界配点法，分别求出了电势函数以

及全场应力函数的数值解，最后通过 MATLAB 计
算，给出了不同情况下的孔周应力分布图，得出以

下几点结论： 
(1) 无论对于正方形板还是矩形板，板的结构尺

寸越小，孔周应力就越大；当板受到电载荷作用时，

在椭圆的左右端点处( x a= ± )，产生了应力集中，
且随着短半轴的减小而变大。 

(2) 在相同电载荷及固定结构尺寸下( /H a =    
/ 30W a = )，当 /e a较小时，相当于半无限大板的情

况，此时孔洞位置对于孔周应力的影响非常小。 
(3) 当考虑裂纹内部电场的影响时，如果裂纹内

部介质与材料板外部介质相同时，全场应力是均匀

的。如果不考虑裂纹内部电场的影响，即裂纹为不

可穿透裂纹时，裂纹端部会产生应力集中现象。 
(4) 计算表明保角变换-最小二乘配置法具有计

算精度高、收敛速度快、数据准备量少、讨论参数

影响方便等优点，有利于全面系统地研究各种参数

对结构断裂性能的影响。 
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