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铰接板机构运动分析的简便协调方程 

蒋旭东，邓  华 
(浙江大学空间结构研究中心，浙江，杭州 310058) 

摘  要：一些新型空间结构的施工分析模型可以简化为铰接板机构，如 Pantadome。利用三角形形状稳定性特点，

将三条边长变化为零来表征三角形板单元的刚体位移。进而基于杆单元的协调方程，建立了一个简便的顶点铰接

三角形板单元的机构位移协调方程，且给出了 1 阶和 2 阶协调矩阵。将四边形板单元划分为 2 个三角形板单元，

通过引入单元四顶点共面条件，推导出平面四边形板单元的协调矩阵。理论上，利用该思路可构建任意平面多边

形板单元的协调矩阵。针对该简便协调方程，进一步给出了求解铰接板机构运动路径的计算策略。对 1 个顶升施

工的 Pantadome 和 1 个顶推施工的双坡网架的成形过程进行了数值模拟，结果表明该方法对于此类铰接板机构的

运动路径分析有很高的精度。 
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SIMPLE COMPATIBILITY EQUATIONS FOR KINEMATIC ANALYSIS OF 
PIN-JOINTED PLATE MECHANISMS 

JIANG Xu-dong , DENG Hua 

(Space Structures Research Center, Zhejiang University, Hangzhou, Zhejiang 310058, China) 

Abstract:  The erection analysis models of some new spatial structures, such as Pantadome, can be simplified as 

pin-jointed plate mechanisms. The rigid body displacement of a triangular plate element is characterized by the 

un-elongation of its three sides due to the shape stability of a triangle. Based on the compatibility equation of a bar 

element, a simple compatibility equation of a triangular plate element with pin-jointed vertices is established. Its 

first- and second- order compatibility matrices are presented. By introducing four-vertex coplanar conditions, the 

compatibility matrices of a quadrangular plate element, which is divided into two triangular plate elements, are 

further deduced. Theoretically, the compatibility matrix of a planar arbitrarily polygonous plate element can be 

established by this way. As for the simple compatibility equations, a computational strategy is adopted to track the 

kinematic path of pin-jointed plate mechanisms. The erection processes of an up-jacked Pandadome and an 

incrementally-launched gable space frame are numerically simulated. The results indicate that the method 

presented possesses a high accuracy for solving the kinematic path of pin-jointed plate mechanisms. 

Key words:  pin-jointed plate mechanism; kinematic analysis; compatibility equation; kinematic path; erection 

simulation 

 

现代大跨度空间结构体系中，机构分析受到越

来越多的关注。面向工程实践，近年来有两方面的

研究工作开展较多。第 1 方面是指以索穹顶为代表

的索杆张力结构。此类结构按传统的结构判定准则

应该属于几何可变的“机构”，因此解释这些机构

系统在怎样的条件下能够成为稳定受力系统是主

要的理论问题。目前的研究工作[1―3]已经能很好地

回答该问题。第 2 方面问题主要面向结构的施工分
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析，如模拟索穹顶的张拉成形过程[4]、攀达穹顶

(Pantadome)顶升成形过程[5]等。由于这些结构体系

在施工阶段是可大变形的机构，因此如何跟踪体系

成形过程的运动形态则是基本理论问题。 

关于机构系统的运动分析，目前的研究工作主

要针对杆系或索杆系统，研究内容包括可动性[1,6]、

运动路径跟踪[7]、运动的极值点[8]和运动分岔路径[7,9]

等方面。然而，“攀达穹顶”这类系统更应该看作

为由板片组成的机构，但运动分析方面的研究工作

还非常少，已有研究主要是针对柱面网壳这种能简

化为平面连杆的体系，按杆系机构进行分析[10]。 

本文主要以“攀达穹顶”结构的施工成形为背

景，讨论空间铰接板机构的刚体运动路径分析问

题。实际上，机构运动分析的基本方程是体系的协

调方程，其反映的是单元应变和节点位移之间的关

系。而体系的刚体位移则是指满足所有单元应变为

零条件下协调方程的非零解，且非零解的性质又取

决于协调方程的系数矩阵，即协调矩阵[11]。由于机

构运动属于大位移问题，因此必须考虑单元应变和

节点位移的非线性关系，然而根据常规有限元方法

来直接建立板单元的非线性协调矩阵会非常复杂，

且各类多边形板单元的协调矩阵由于插值函数的

不同而差异较大。由此可见，铰接板机构的运动分

析要比杆系机构更复杂。 

本文从最简单的三角形板单元出发，将三条边

长变化为零来表征三角形板单元的刚体位移。进而

基于杆单元的协调方程，建立了一个简便的顶点铰

接三角形板单元的机构运动协调方程。对于平面四

边形板单元，先将其划分为 2 个三角形板单元，再

引入单元四顶点共面条件推导出平面四边形板单

元的协调矩阵。文中参考杆系机构的运动分析方

法，进一步给出了求解铰接板机构运动路径的计算

策略。最后给出了 1 个顶升施工的 Pantadome 和 1

个顶推施工的双坡网架算例，对其成形过程进行了

数值模拟，并对本文方法的计算精度进行了考察。 

1  三角形铰接板单元 

假定三角形板单元仅在 3 个顶点处与周边单元

顶点或边界支座铰接。如图 1 所示，令三角形铰接

板的 3 个顶点初始坐标及其位移向量分别为

( , , )i i ix y z 和 T{ , , }i i i iu v wd ，其中 1,2,3i  。 

如果板单元的位移为刚体位移，通常以单元中

任何一点的应变增量为零来描述。根据有限元法的

基本原理，节点位移和板上应变之间的协调矩阵形

式复杂，数学运算很不方便[12]。但由于仅关注铰接

板的刚体位移，因此可根据三角形形状稳定性的特

点，以单元三条边的长度变化为零来表征单元的刚

体位移。 

 

图 1  三角形板单元 

Fig.1  Triangular plate element 

以板单元任意无应变时的构型作为初始构型，

则其边长为： 
2 2 2( ) ( ) ( ) ,

                          =1,2,3

k i j i j i jl x x y y z z

k

     
    (1)

 

式中， i j、 为第 k 条边的两端节点编号。当单元发

生位移后，边长为： 
2 2

2 1/2

[( ) ( )

        ( ) ]   ,   =1,2,3

k i i j j i i j j

i i j j

l x u x u y v y v

z w z w k

         

  
  (2)

 

由式(1)和式(2)，可得： 
2 2

L N12( / 2)k k
k k k k kl l l   b d b d  (3) 

3
L N1 / 2 (( ) )k k k

k k k k ke l l o    b d b d d  (4) 

式中： ke 为第 k 条边的长度伸长量； T T T{ , }k
i jd d d

为第 k 条边两端节点的位移向量； 3(( ) )ko d 代表节

点位移三次方及以上的高阶项； Lkb 和 N1kb 的表达

式如下： 

L {( ) / , ( ) / , ( ) / ,k i j k i j k i j kx x l y y l z z l   b  (5) 

( ) / , ( ) / , ( ) / }j i k j i k j i kx x l y y l z z l    

N1 {( ) / , ( ) / ,( ) / ,k i j k i j k i j ku u l v v l w w l   b  (6) 

( ) / , ( ) / , ( ) / }j i k j i k j i ku u l v v l w w l    

实际上，式(3)和式(4)与连接节点 i j、 的杆单元

的协调方程是一致的。 

进一步以三角形板单元的三边伸长量来描述

单元的变形。定义 T
1 2 3{ , , }e e ee ，则根据式(4)可

组集单元的协调方程，形式如下： 
3

L N1 / 2 ( )e e o  e B d B d d          (7) 



128 工    程    力    学  

式中： T T T T
1 2 3{ , , }d d d d ； L

eB 和 N1
eB 分别单元的 1

阶和 2 阶协调矩阵， N1
eB 包含位移的 1 次项。2 个

矩阵的具体形式如下： 

1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1

3 3 3 3 3 3

2 3 2 3 2 3 3 2 3 2 3 2
L

1 1 1 1 1 1

1 3 1 3 1 3 3 1 3 1 3 1

2 2 2 2 2 2

0 0 0

0 0 0

0 0 0

e

x x y y z z x x y y z z

l l l l l l

x x y y z z x x y y z z

l l l l l l

x x y y z z x x y y z z

l l l l l l

      
 
 
      

  
 
      
 
  

B         (8)
 

1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1

3 3 3 3 3 3

2 3 2 3 2 3 3 2 3 2 3 2
N1

1 1 1 1 1 1

1 3 1 3 1 3 3 1 3 1 3 1

2 2 2 2 2 2

0 0 0

0 0 0

0 0 0

e

u u v v w w u u v v w w

l l l l l l

u u v v w w u u v v w w

l l l l l l

u u v v w w u u v v w w

l l l l l l

      
 
 
      

  
 
      
 
  

B     (9)
 

如果三角形板单元仅发生机构位移，则三边长

度不变，即  ( =1,2,3)k kl l k  。同样对三条边分别建

立式(3)，并进行组集可得： 

L N1 / 2 0e e B d B d             (10) 

由于式(10)的推导没有引入任何假定和简化，

因此是铰接三角形板单元发生机构位移(刚体位移)

的精确协调方程。 

2  平面四边形铰接板单元 

对于平面四边形板单元，同样假定板单元仅在

4 个顶点处与周边单元顶点或边界支座铰接。令其

顶点的初始坐标和位移向量分别为 ( , , )i i ix y z 和
T{ , , }i i i iu v wd ，其中 1,2,3,4i  。 

连接任意对角线，将平面四边形板单元划分为

2 个三角形单元，如图 2 所示。根据式(10)可分别写

出 2 个三角形单元的机构位移协调方程。但是对于

平面四边形板单元，仅以 2 个三角形单元的边长伸

长量为零并不能完全描述单元的刚体位移，还应保

证变形前后 2 个三角形单元均处于同一平面内，即

应附加四点共面条件。 

 

  

 

 

 

 

 

  

 
图 2  平面四边形板单元 

Fig.2  Planar quadrilateral plate element  

根据高等数学[13]知识，四点共面条件可通过

12 13 14、、 三条线的方向矢量关系来表示，即须满足： 

(14 13) 12 0  
  

            (11) 

在初始构型下，将顶点的坐标代入式(11)，则

四顶点共面条件可进一步写成如下行列式形式： 

4 1 4 1 4 1

3 1 3 1 3 1

2 1 2 1 2 1

0

x x y y z z

x x y y z z

x x y y z z

  
   
  

        (12) 

同样，当单元发生位移 T T T T T
1 2 3 4{ , , , }d d d d d

后，4 个顶点依然满足共面的条件为： 

4 4 1 1 4 4 1 1

3 3 1 1 3 3 1 1

2 2 1 1 2 2 1 1

x u x u y v y v

x u x u y v y v

x u x u y v y v

     
     
     

 

    

4 4 1 1

3 3 1 1

2 2 1 1

=0

z w z w

z w z w

z w z w

  
  
  

  (13) 

将行列式(12)和式(13)写成多项式的形式。考虑

式(12)，并仅保留位移的 1 次项、2 次项，式(13)可

表示为： 
4

1

[( ) ( ) ( ) ] 0ui ui i vi vi i wi wi i
i

a b u a b v a b w


       (14) 

式中： 

1

1 1 1

( 1)i
ui j

j

a y y y

z z z




  



， 1

1 1 1

( 1)i
vi j

j

a z z z

x x x




  



，
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1

1 1 1

( 1)i
wi j

j

a x x x

y y y




  



， 1

1 1 1

( 1)i
ui j

j

b v v v

z z z




  



， 

1

1 1 1

( 1)i
vi j

j

b w w w

x x x




  



， 1

1 1 1

( 1)i
wi j

j

b u u u

y y y




  



。 

以上变量中的 , , ,i j  按1,2,3,4 顺序轮换，例如

2i  时， 3j  ， 4  ， 1 。 

实际上，式(14)便是四边形铰接板单元满足四

顶点共面附加条件的机构位移协调方程。其中系数

uia 、 via 、 wia 为常数，系数 uib 、 vib 、 wib 含有位

移的 1 次项。 

将 2 个子三角形单元分别按式(8)和式(9)建立 1

阶和 2 阶协调矩阵，然后引入顶点共面附加协调方

程式(14)，得到的平面四边形铰接板单元的 1 阶协

调矩阵 L
eB 和 2 阶协调矩阵 N1

eB 均为 (6 12) 的矩

阵，可表示为如下形式： 

1 1 1 2 2 2 3

1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1

1 1 1 1 1 1

2 3 2 3 2 3 3 2

2 2 2 2

L 3 4

3

1 4 1 4 1 4

4 4 4

1 3 1 3 1 3 3 1

5 5 5 5

0

0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

u v w u v w u

e

a a a a a a a

x x y y z z x x y y z z

l l l l l l

x x y y z z x x

l l l l

x x

l

x x y y z z

l l l

x x y y z z x x

l l l l


      

    



 



  



   



B  

3 3 4 4 4

3 2 3 2

2 2

3 4 3 4 4 3 4 3 4 3

3 3 3 3 3

4 1 4 1 4 1

4 4 4

3 1 3 1

5 5

0 0 0 0 0

0 0 0

0 0

0 0 0

v w u v wa a a a a

y y z z

l l

y y z z x x y y z z

l l l l l

x x y y z z

l l l

y y z z

l l




 


    


  


  


                      (15) 

1 1 1 2 2 2 3

1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1

1 1 1 1 1 1

2 3 2 3 2 3 3 2

2 2 2 2

Nl 3 4

3

1 4 1 4 1 4

4 4 4

1 3 1 3 1 3 3 1

5 5 5 5

2 2 2 2 2 2 2

0

0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

u v w u v w u

e

b b b b b b b

u u v v w w u u v v w w

l l l l l l

u u v v w w u u

l l l l

u u

l

u u v v w w

l l l

u u v v w w u u

l l l l


      

    



 



  



   



B
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3 3 4 4 4

3 2 3 2

2 2

3 4 3 4 4 3 4 3 4 3

3 3 3 3 3

4 1 4 1 4 1

4 4 4

3 1 3 1

5 5

2 2 2 2 2

0 0 0 0 0

v
0 0 0

0 0

0 0 0

v w u v wb b b b b

v w w

l l

v v w w u u v v w w

l l l l l

u u v v w w

l l l

v v w w

l l




 


    


  


  


                     (16) 

对于平面五边形铰接板单元，同样增加 2 条对

角线将单元划分成 3 个三角形单元。然后根据式

(14)，在 3 个三角形单元间可建立 2 个共面协调方

程。进一步引入 7 个边长协调方程，便可形成平面

五边形板单元的协调方程。可以看出，其协调矩阵

L
eB 和 N1

eB 是 (9 15) 的矩阵。依次类推，理论上不

难得到任意多边形板单元的协调方程。 

3  运动路径跟踪策略 

一个由平面多边形板单元构成的铰接板机构，

令节点总数为 n，支座约束数为 c ，所有单元协调

矩阵行数(如三角形、四边形单元分别为 3 和 6)之和

为b。按照上述方法建立各板单元的 1 阶、2 阶协

调矩阵和协调方程式(10)，然后根据单元间的节点

连接关系进行组集并引入边界条件，可得到机构运

动的整体协调方程： 

L / 2 0 B d B d             (17) 

注意式(17)中 B 含有 d 的 1 次项，后面也将其记

为 ( )B d 。可见，该协调方程是关于位移 d 的非线

性方程，直接求解存在一定的困难。 

文献[8]已针对杆系机构的协调方程给出了数

值迭代的求解策略，该策略同样适用于式(17)的求

解。其基本思路是先对 1 阶协调矩阵 LB 进行奇异

值分解，可得： 
T

L B VSU                 (18) 

式中：    r s 1 1= | , , | , ,r r bV V V v v v v  为 b×b 的

正交矩阵；    r m 1 1 3= | , , | , ,r r n c U U U u u u u… …

为 (3 3 )n c n c   的正交矩阵；S 为扩展对角矩阵，

其非零对角元素构成的对角矩阵为 rS 。 r 为 LB 的

秩， 1 3, ,r n c u u… 称为系统的机构位移模态，其数

量一般定义为 3m n c r   。 

 

实际上，U 的子向量 ( 1, ,3 )i i n c u … 构成了

一个完整的3n c 维欧几里得空间，因此作为一个

(3 1)n c  的向量，位移 d 总是可以表示为： 

r r m m d U β U β             (19) 

将式(19)代入式(17)，并考虑 L m m 0B U β 和

Nl r r m m Nl m m r r( ) ( )B U β U β B U β U β ，可得： 

L r r Nl r r r r Nl r r m m( ( ) / 2 ( )   B U β B U β U β B U β U β

Nl m m m m( ) / 2) B U β U β              (20) 

定义： 

Nl r r r r Nl r r m m( ) / 2 ( )  E B U β U β B U β U β  

Nl m m m m( ) / 2B U β U β                 (21) 

则式(20)可以写成： 

L r r  B U β E                     (22) 

进一步将 LB 以奇异值分解后的矩阵形式展

开，即将式(18)代入式(22)，可得： 
1 T

r r r( ) ( )  S V E                (23) 

可根据式(23)对 r 进行求解，但应注意到式中

右边项也包含 r 的 1 次、2 次项，所以该式实际上

是关于 r 的非线性方程，可采取数值迭代求解。具

体计算过程为： 
1) 给出 1 个合理的 m 作为步长控制量。令

(1)
r 0β ，则机构仅产生位移 m mU β ； 

2) 由式(21)得到： 
(1) (1) (1)

Nl r r r r( ) / 2 E B U U   
(1)

Nl r r m m Nl m m m m( ) ( ) / 2B U U β + B U β U β ；  

3) 根据式(23)得到 (2) 1 T (1)
r r r( ) ( )  S V E ； 

4) 将 (2)
rβ 代入式(21)得到：

(2) (2) (2) (2)
Nl r r r r Nl r r m m( ) / 2 ( )  E B U U B U U β  

      Nl m m m m( ) / 2B U β U β ；

 5) 检验，若 (2) (2)
L r r  B U E (  为收敛容

差)，则 (2)
rβ 为式(17)的解。根据式(19)，令机构产
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生位移 (2)
r r m m d U U β ，得到下一协调构型的节

点坐标； 

6) 若 (2) (2)
L r r  B U E ，则用 (2)

rβ 代替

(1)
rβ ，返回步骤(2)计算。 

4  算例 

4.1  攀达穹顶 

一个由9 块平面四边形铰接板单元构成的简化

攀达穹顶，其节点编号、单元编号以及主要平面尺

寸见图3。节点 13~节点 16 为固定于地面( 0z  )

的铰接支座。初始状态下，机构沿 x 轴及 y 轴对称，

主要节点坐标见表 1。采用本文方法跟踪该机构在

驱动节点 1 情况下的运动形态。 

建立初始构型下的 1 阶协调矩阵，对其进行奇

异值分解，可得机构位移模态数 1m  。以节点 1

的 z 向机构位移作为驱动量，并令每一步提升时

m1 m 0.4mw   ( m1w 为当前构型机构位移模态中

对应节点 1 的 z 向自由度的位移分量)。采用第 3 节

的计算策略进行机构运动路径的跟踪，经过 94 步

之后，机构运动至设计态。图 4 为系统提升过程示

意图，部分节点坐标见表 1。 
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图 3  一顶升施工的攀达穹顶  /m 

Fig.3  An up-jacked Pandadome 

( ) 初始态 (b) 35 步
 

(a) 初始态           (b) 20 步 

 
(c) 96 步           (d) 设计态 

图 4  攀达穹顶提升过程 

Fig. 4  Up-jacked process of Pantadome 

计算过程中，令收敛容差 1010 m  (非常严

格)，一般通过 3 次~6 次迭代便可满足要求。对于每

一步迭代求得的协调构型进行检查，发现所有单元

的各边(含对角线)伸长量误差控制在 810 m 量级，共

面方程式(12)左端项的残差控制在 11 310 m 量级。说

明采用本文方法求解的机构运动形状精度非常高。 
 表 1  攀达穹顶部分节点坐标 /m 

Table 1  Typical node coordinates of Pantadome 

节点 坐标 初始态 35 步 70 步 设计态 

1x  –40.000 –40.000 –40.000 –40.000 

1y  –20.000 –20.000 –20.000 –20.000 1 

1z  1.748 15.714 29.740 40.000 

2x  40.000 40.000 40.000 40.000 

2y  –20.000 –20.000 –20.000 –20.000 2 

2z  1.748 15.714 29.740 40.000 

4x  –40.000 –40.000 –40.000 –40.000 

4y  20.000 20.000 20.000 20.000 4 

4z  1.748 15.714 29.740 40.000 

5x  –70.000 –70.000 –70.000 –70.000 

5y  –50.093 –53.628 –51.020 –42.500 5 

5z  16.770 16.373 16.739 15.000 

6x  70.000 70.000 70.000 70.000 

6y  –50.093 –53.628 –51.020 –42.500 6 

6z  16.770 16.373 16.739 15.000 

11x  –75.727 –78.984 –77.183 –70.000 

11y  42.500 42.500 42.500 42.500 11 

11z  17.514 17.999 17.806 15.000 

12x  –75.727 –78.984 –77.183 –70.000 

12y  –42.500 –42.500 –42.500 –42.500 12 

12z  17.514 17.999 17.806 15.000 

4.2  双坡网架 

图 5 为 1 个由 2 块四边形板和 1 块三角形板构

成的简化双坡网架，采用顶推施工。节点 6 和节点

7 为固定于地面( 0z  )的铰接支座，坐标分别为

(0,0,0) 和 (0,60,0)，并且约束节点 1~节点 3 的 z 向

位移。初始构型下的节点坐标见表 2。 
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(a) 初始态           (b) 20 步 

 
(c) 96 步           (d) 设计态 

图 5  一顶推施工的双坡网架 

Fig. 5  An incrementally-launched gable space frame 
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建立初始构型下的 1 阶协调矩阵，对其进行奇

异值分解，可得机构位移模态数 1m  。以节点 1
作为顶推点，令每一步顶推时 m1 m 0.2mv   ( m1v

为当前构型机构位移模态中对应节点 1 的 y 向自由

度的位移分量)。按第 3 节的计算策略进行机构运动

路径的跟踪。经过 143 步之后，机构运动至设计态。

图 5 为系统顶推过程的示意图，运动过程中所求得

的节点坐标见表 2。同样对运动路径上的每个构型

进行边长伸长量和共面条件的检查，发现误差比攀

达穹顶算例更小。 

 表 2  双坡网架部分节点坐标 /m 

Table 2  Typical node coordinates of the gable space frame 

节点 坐标 初始态 10 步 20 步 设计态 

1x  28.293 31.623 38.883 40.000 

1y  –28.275 –24.494 –9.389 0.000 1 

1z  0.000 0.000 0.000 0.000 

2x  56.550 50.595 41.150 40.000 

2y  0.000 0.000 0.000 0.000 2 

2z  0.000 0.000 0.000 0.000 

3x  56.550 50.595 41.150 40.000 

3y  60.000 60.000 60.000 60.000 3 

3z  0.000 0.000 0.000 0.000 

4x  28.275 25.298 20.575 20.000 

4y  0.000 0.000 0.000 0.000 4 

4z  0.722 12.650 19.408 20.000 

5x  28.275 25.298 20.575 20.000 

5y  60.000 60.000 60.000 60.000 5 

5z  0.722 12.650 19.408 20.000 

由于该双坡网架只有 1 个机构位移模态，因此

以节点 2 或节点 3 作为顶推点沿 x 负向运动，利用

本文方法同样能够求得与顶推节点 1 相同的运动路

径，且通过边长伸长量和共面条件的检查，发现计

算结果的精度依然非常高。 

5  结论 

(1) 针对平面多边形铰接板机构，按照常规有

限元方法来直接建立板单元的非线性协调矩阵将

会非常复杂。本文根据三条边长变化为零建立了三

角形板单元的简便协调方程，并将四边形板单元划

分为 2 个三角形板单元，结合顶点共面条件得到了

平面四边形板单元的协调矩阵。这类基于边长伸长

量为零和顶点共面条件的简便协调方程形式简单，

便于编程，能够实现空间铰接板机构运动路径的自

动跟踪求解。 

(2) 1 个顶升施工的 Pantadome 和 1 个顶推施工

的双坡网架算例分析表明，采用本文方法所求得的

系统运动形态具有很高的精度，且收敛速度快。说

明该方法能有效地进行铰接板机构的运动分析。 
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