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基于薄层单元的螺栓连接结构接触面 
不确定性参数识别 

姜  东 1,2
，吴邵庆 1,2

，史勤丰 1,2
，费庆国 1,2 

(1. 江苏省工程力学分析重点实验室，南京 210096；2. 东南大学土木工程学院工程力学系，南京 210096) 

摘  要：提出了一种螺栓连接接触面不确定性参数识别方法，首先采用薄层单元对接触面进行参数化，然后根据

不确定性识别方法识别薄层单元参数。以四螺栓搭接结构试验模型为研究对象，开展接触面不确定性参数识别方

法仿真研究。采用 Monte-Carlo 方法构造待识别参数真实值样本，代入基准有限元模型中计算获得具有统计意义

的仿真试验数据；采用不确定性参数识别方法预测薄层单元参数均值与标准差，仿真结果表明：该方法能够较为

准确的模拟接触面法向和切向接触刚度，并显著提高连接结构的建模效率，建立反映真实结构动态性能统计特征

的有限元模型。 
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CONTACT INTERFACE PARAMETER IDENTIFICATION OF BOLTED 
JOINT STRUCTURE WITH UNCERTAINTY USING THIN LAYER 

ELEMENT METHOD 

JIANG Dong1,2 , WU Shao-qing1,2 , SHI Qin-feng1,2 , FEI Qing-guo1,2 

(1. Jiangsu Key Laboratory of Engineering Mechanics, Nanjing 210096, China;  

2. Department of Engineering Mechanics, Southeast University, Nanjing 210096, China) 

Abstract:  An approach to identifying the contact interface parameters of bolted joint structure with uncertainty 

is proposed in this paper. Thin layer element theory is firstly adopted to parameterize the contact interface, and 

then the parameters of thin layer element are identified using the uncertain parameter identification approach. 

Simulation is conducted to verify the proposed method based on an experimental model, which is an assembled 

structure with four bolted joints. Adopting the Monte-Carlo sampling method to construct test samples, numerical 

simulation results show that when considering the uncertainty in contact interface parameters of bolted joint 

structure, the proposed uncertain parameter identification method can be used to accurately identify the mean 

value and the standard deviation of the elastic modulus, the normal and tangential stiffness of the contact interface 

are simulated with satisfactory. The dynamical finite element model with statistical significance can be 

constructed at the same time. 
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螺栓连接在机械结构中应用广泛，其接触面力

学性能关系到结构局部刚度和整体动力学性能。连

接结构在安装、运行过程中，接触刚度的非线性以

及螺栓预紧力的变化导致结构存在不确定性。 

螺栓连接的有限元模拟方法主要分为两类：非

线性接触算法和界面单元法[1―2]。前者需要不断通

过接触算法判别接触状态，迭代计算结构响应，计

算量较大；后者能够在保证计算精度的前提下降低

计算量。弹簧单元、一般单元(Generic element)、Iwan

模型、虚拟材料方法、零厚度单元(Zero thickness 

element)和薄层单元(Thin layer element)较常用于接

触界面力学性能参数化。Ren 和 Beards[3]仅考虑了

接触界面的平动自由度，转动自由度通过平动自由

度来实现；Ahmadian 和 Jalali[4]采用一般单元方法

模拟螺栓连接的搭接情况，通过试验频响函数来识

别单元的参数；Segalman[5]研究表明，Iwan 模型能

够描述接触面复杂的干摩擦现象，张相盟和王本利

等[6]进一步对修正的 Iwan 模型进行研究；杨红平和

傅卫平等[7]基于分形几何和接触力学理论，提出机

械接触面法向接触刚度计算模型。Tian 等[8]采用虚

拟各向同性材料模拟固定连接界面，有限元分析频

率与试验值误差小于 9%。黄开放等[9]基于虚拟材料

方法研究了预紧力变化的连接结构动力学仿真，其

结果与试验值误差在±6%以内。Mayer 和 Gaul[10]

利用零厚度单元和薄层单元提出能够有效模拟接

触面的方法。薄层单元理论最早来自于模拟岩石接

触的力学分析[11―12]，近年来已成功应用于螺栓连接

等形式的机械结构模拟[13―14]。 

针对连接不确定性方面，Ibrahim 等[15]较系统

的评述了螺栓等连接结构的不确定性与动力学问

题；Fukuoka 等[16]指出连接刚度的离散性主要反映

在法向接触刚度的不确定性，并提出了一种预测接

触刚度的数值方法；Guo 和 Zhang[17]提出将连接结

构的接触刚度及接触阻尼作为随机分布参数处理，

使用基于响应面法的模型修正方法识别接触参数；

Hanss 等[18]采用模糊数学描述连接结构刚度与阻尼

的不确定性，根据试验数据对其进行识别。本文基

于薄层单元理论，提出一种螺栓连接接触面不确定

性参数识别方法。 

1  薄层单元基本理论 

采用薄层单元模型螺栓连接接触面。考虑尺寸

为 l1×l2×d 的薄层单元，根据虚位移原理得到如下

的虚功方程： 
1 2 T

0 0 0
{ } { }d d d =

l l d
W x y z       

T
n n{ } { }u u K                   (1) 

其中：l1 和 l2 是薄层单元在单元局部坐标系下平面

内两个方向的长度；d 为单位厚度。通过等参变换

计算薄层单元刚度矩阵 K： 

e

T d =
V

V K B DB  

1 1 1 T

1 1 1
det( )d d d  

     B DB J         (2) 

如图 1 为薄层单元等参变换，其中 ξ、η、ζ是自然

坐标符号，J 为雅克比矩阵，当自然坐标与局部坐

标的坐标轴方向一致，J 有如下形式： 

1
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           

J  

 (3) 

采用二节点高斯积分方法计算式(2)，可得到薄层单

元刚度矩阵 K 的数值计算表达式： 
2 2 2

T

1 1 1

[ ( , , )] [ ( , , )]i j k i j k
i j k

B B     
  

K C ∙  

, , ,det([ ( , , )])i j k i j kw w w    J          (4) 

其中 wξ、wη、wζ为高斯积分权函数。 

 
图 1  薄层单元等参变换 

Fig.1  Isoparametric transformation of thin-layer element 

对于薄层单元，假设厚度 d 远远小于另两个方

向的特征尺寸 l1 和 l2，Desai 等[11]的研究表明，当

采用泊松比为零( = 0)的材料本构关系时，单元的

面内应变分量(εx, εy, γxy)和应力分量(σx, σy, τxy)将被

忽略。采用单元形函数进行分析，则有∂Ni /∂z 远大

于∂Ni /∂x 和∂Ni /∂y (其中 Ni 为单元形函数)，进而可

以认为∂Ni /∂x = ∂Ni /∂y ≈ 0，从而得出应变分量 εx = 

εy
 = γxy ≈

 0，因此薄层单元在高斯点上的应变分量只

有 3 个不为 0，应变分量简化为 ε = [εz γyz γzx]
T。若接

触面的法向{e}n 和两个切向{e}t 分别定义为薄层单

元局部坐标系的 z、x、y 方向。按照前面的分析，

假设连接界面法向和切向接触性能相互独立，两个

切向的接触性能具有一致性，表征界面接触性能的

薄层单元本构方程为： 
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其中 En、Gt分别是薄层单元的法向弹性常数和切向

剪切模量，由连接结构接触面性能决定。 

在有限元计算中，若采用各向同性材料模拟薄

层单元，其本构方程为： 
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其中： 
( 2 )

3 (1 )(1 2 )
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
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      (7) 

其中：λ为拉梅常数；G = E/2(1+ )为材料剪切模量。

各向同性材料仅有 2 个独立的材料参数，弹性模量

E 和剪切模量 G。根据薄层单元的基本理论，εx= 

εy=εxy ≈
 0，材料本构方程将退化为： 
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      (8) 

2  不确定性参数识别方法 

不确定性的有限元模型修正方法在确定性的

方法基础上发展起来。采用基于摄动法的不确定性

有限元模型修正理论来识别接触面参数。 

确定性的有限元模型修正可归结为： 
T 1/2 2

2

1 2

min ( ) = || ( ( )) ||

s. t.

m aJ p p  



ε Wε W z z

p p p≤ ≤
  (9) 

即运用优化的思想对参数进行识别，目标函数

( )J p 为试验与计算模态参数的加权残差取极小

值。  为模态参数的残差， ( )m a nRz z p、 分别为

试验与计算的模态参数，加权矩阵 W 为反映各模

态参数残差相对权重的对角阵。设定待识别参数的

初值，采用灵敏度分析的方法迭代求解优化问题 

式(9)，第 j 个迭代步的问题描述为： 
1/2

1( ) ( )m a
j j j j  W z z S p p       (10) 

其中 1/2 /j j jW  S z p 表示模态参数对待识别参数

的加权灵敏度矩阵。 

考虑试验模态参数以及结构参数的不确定性，

式(10)中参数应考虑为随机参数： 

j j j

m m m

a a a
j j j

j j j









 
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 
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p p p

z z z

z z z

S S S

             (11) 

即将式(10)中的每一项都表示为一个均值和随机变

量之和，分别用 * 和 * 表示。其中 * 为一均值为

0 的随机变量， ( ) ( )a a
j j j j z z p S S p、 分别为待识

别参数取均值的模态参数计算值与灵敏度矩阵。可

将灵敏度矩阵的不确定项表示为： 

1

( )
( )

n
j m

j m
k

z k
k

 






S

S
z

         (12) 

其中： 

1 ( ) ( )

( )

( )( ) ( )

N
j j j

m m
i j m mk k

i

ik k 

  

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z z

S S p

pz z
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将式(11)代入式(10)可得不确定性结构参数识

别问题的迭代方程： 
1/2[ ( )]m m a a

j j    W z z z z  

1 1( )[ ( )]j j j j j j      S S p p p p  (14) 

采用摄动法，将式(14)中的关于 的零阶项和

一阶项分离，可得： 
0 1/2

1( ): ( ) ( )m a
j j j j    W z z S p p   (15) 

1 1/2
1( ): ( ) ( )m a

j j j j        W z z S p p  

1( )j j j  S p p           (16) 

求解式(15)，得到待识别参数均值的迭代格式： 
T 1 T 1/2

1 ( ) ( )m a
j j j j j j


   p p S S S W z z  (17) 

或 

1 ( )m a
j j j j   p p G z z         (18) 

其中 T 1 T 1/2( )j j j G S S S W 为转换矩阵。若计算模态

参数对待识别参数的加权灵敏度矩阵病态，采用求

解不适定问题的正则化方法求解式(15)，转换矩阵

变为： 
T 1 T 1/2( )j j j j  G S S I S W       (19) 

其中，为正则化参数，通过以 1|| ||j j p p 为横坐

标， 1/2
1|| ( ) ( ) ||m a

j j j j   S p p W z z 为纵坐标作

L-curve 图求得的值[19]。 

高斯分布随机变量的统计特性可以由参数的
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均值和协方差矩阵完整描述。若考虑试验模态参数

的不确定性对灵敏度矩阵的影响，由式(16)得到待

识别参数不确定性项的迭代格式： 

1 ( )m a
j j j j       p p G z z  

T 1 T
1( ) ( )j j j j j j 
 S S I S S p p   (20) 

令， 

T 1 T
1( ) ( )

(1)
j

j j j j j jm
 



 
  



S
A S S I S p p

z
 

1 1( ) ( )
(2) ( )
j j

j j j jm m n
 

 
  

  

S S
p p p p

z z
  (21) 

式中， / ( )m
j n S z 在试验模态参数的均值点 ( )m n z    

( )m nz 计算得到，因此 jA 为一确定性的矩阵。则式

(20)改写为： 

1 ( )m a m
j j j j j        p p G z z A z  (22) 

根据式(11)的描述，用 v 表示参数 v 的不确定

性，由协方差的定义可得： 
Cov( , ) Cov( , ) Cov( , )v v v v v v v v        (23) 

若不考虑试验模态参数的不确定性对待识别

参数不确定性的影响，即假定试验与结构参数之间

不相关，则Cov( , ) 0m
j  z p ，Cov( , ) 0m a

j  z z ；

从 jA 的表达式(21)中可以看出，在此假定下式(22)

中的 jA 也可忽略不计。则得到待识别参数协方差矩

阵的迭代格式： 

1 1

T T

Cov( , ) Cov( , )

Cov( , ) + Cov( , )

j j j j

m m a a
j j j j j j

   

   
   



p p p p

G z z G G z z G
 

TCov( , ) Cov( , )a a
j j j j j j   p z G G z p    (24) 

采用式(24)计算待识别参数的协方差矩阵将避

免计算模态参数对待识别参数的二阶灵敏度矩阵

/j jS p  而降低计算量。 

3  算例研究 

研究对象为两块铝板通过四个螺栓搭接而成，

螺栓型号均为 M10。结构几何尺寸和搭接情况如图

2 所示，搭接板的材料参数如表 1 所示。进行模态

试验，测定了前 4 阶弯曲模态。如图 3 为螺栓搭接

结构前四阶振型及固有频率。基于模态试验结果，  

表 1  搭接板的材料参数 

Table 1  Material properties of the plate 

材料名称 ρ/(kg/m3) E/GPa  

铝合金 2800 68.7 0.33 

8m
m

16
m

m

80
m

m

 
图 2  螺栓搭接结构 

Fig.2  Assembled structure with bolted-joints 

 
图 3  螺栓搭接结构前四阶试验振型 

Fig.3  The first four experimental modal shapes of bolted 

structure 

识别连接接触面薄层单元的各向同性本构关系材

料参数，作为不确定性参数识别方法仿真研究的基

准模型。 

3.1  确定性参数识别 
建立螺栓连接结构的有限元模型，忽略螺栓质

量和螺孔，搭接板用实体单元模拟，界面采用各向

同性的薄层单元模拟。 

3.1.1  薄层单元参数确定 

1) 单元厚度 

选择适当的薄层单元厚度对计算结果有较大

的影响。对于薄层单元建模单元厚度的选择，定义

一个比例系数[1,11―12]： 

1 2max( , )l l
Ratio

d
            (25) 

对于比例系数 Ratio 取值的研究，Desai 等[11]

的研究基于线性本构薄层单元的静力接触问题，认

为Ratio取值在 10~100时，即使弹性模量不够准确， 

能够得到较为满意的结果。Sharma 等[12]认为 Ratio

取值 5，结果仍可以满足精度。 

2) 接触刚度 

能够反映界面接触性能的薄层材料参数取值
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是基于薄层单元螺栓连接结构有限元分析关键问

题之一。若接触面保持线性粘合状态，该情况下弹

性矩阵中的 G 和 E 都是常数[1]；若发生微观滑移或

者宏观滑移现象，则采用弹塑性本构关系等效。常数

E和G一般需要通过试验得出。如 Sharma和Desai[12]

通过测试接触界面的应力与位移之间的关系得到法

向接触刚度和切向接触刚度和切向位移，该方法虽然

是基于混凝土的接触试验中，对于机械连接结构界面

接触问题具有一定的参考意义。Schmidt 等[20]通过螺

栓连接结构的切向受力试验，得到出接触面等效剪

切模量和切向刚度的关系。 

3.1.2  识别结果 

采用确定性的识别方法，将薄层单元的材料参

数识别转化为优化问题。待识别参数为接触面薄层

单元材料弹性模量 E。目标函数 J(p)定义为在待识

别参数合理取值范围 1 2p p p≤ ≤ 内，前四阶弯曲振

型的计算和试验结果残差加权平方和最小。采用数

值方法求解可得 pj+1，迭代直到待识别参数 p 收敛，

且计算模态参数精度满足要求，则得到准确的接触

面材料参数。 

在接触界面定义两种材料模拟接触关系。如图

4 为螺栓搭接结构有限元网格与接触面薄层单元示

意图。在约两倍螺杆直径的矩形区域内定义各向同

性材料 1，弹性模量为 E1，其他区域定义各向同性

材料 2，弹性模量为 E2。比例系数 Ratio=10，材料

的密度取 0，泊松比取 0。 

表 2  参数识别前后计算模态参数误差比较 

Table 2  Error comparison of computational modal data between the initial and the identified model 

模态阶数 试验值/Hz 初始值/Hz 初始误差/(%) 识别后/Hz 识别误差/(%) 

1 424.91 437.55 2.97 423.5 0.33 

2 1012.50 1044.80 3.19 1035.7 2.29 

3 2277.04 2314.00 1.62 2244.3 1.44 

4 3153.12 3209.10 1.78 3126.0 0.86 
     

 
图 4  接触面薄层单元有限元网格划分 

Fig.4  Thin-layer element mesh of the contact surface 

如图 5 为接触面薄层单元参数迭代收敛曲线，

表 2 为参数识别前后计算模态参数误差比较，表 3

为接触面薄层单元材料参数初始值和识别值。从识

别结果可以看出，计算模态频率误差均在 2.5%以

内，识别精度较高。从表 3 可以看出，薄层单元材

料的弹性参数在螺栓附近明显高于其他区域，这与实

际的搭接结构的接触关系一致。因此基于各向同性材

料的薄层单元能够较好的模拟多个螺栓搭接结构的

连接性能。识别得到的模型将作为下一步进行不确定

性螺栓连接参数识别方法研究的基准模型。 

表 3  薄层单元材料参数初始值和识别值 
Table 3  Material parameter values of initial and identified 

thin-layer element 

待识别参数/(N/m2) E1/GPa E2/MPa 

初始值 3.0×109 3.0×106 

识别值 8.63×108 9.33×105 

设
计

参
数

/(
N

/m
2 )

 

设
计
参
数

/(
N

/m
2 )

 

图 5  接触面薄层单元参数迭代收敛曲线 

Fig.5  Parameter convergence of thin-layer element of the 

contact surface 

3.2  不确定性参数识别 

在基准模型基础上开展螺栓连接不确定性参

数识别方法仿真研究。假设接触面薄层单元参数中

E1、E2 存在不确定性。通过仿真构造试验样本，以

此验证弹性参数不确定性识别算法。根据确定性参
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数的识别结果，假设 E1、E2 真实统计特性为： 
8 2 5 2

1 2( ) 8.63 10 N/m , ( ) 9.33 10 N/mE E      
7 2 4 2

1 2( ) 8.63 10 N/m , ( ) 9.33 10 N/mE E      

其中 μ和 σ分别表示均值和标准差，即假设复合材

料弹性参数标准差为均值的 10%。仿真的试验模态

参数样本采用正态分布的 Mento-Carlo 采样，根据

不确定参数 E1、E2 的真实统计特性构造 1000 个随

机样本，代入有限元模型中计算得到仿真的试验模

态参数样本，由此可得试验模态参数的均值和协方

差矩阵。如图 6 为仿真试验模态参数散点图。 

 

    

图 6  仿真试验模态参数散点图 

Fig.6  Scatter plot of simulated test modal data 

在开展连接结构接触面参数不确定性识别方

法仿真研究时，首先估计待识别参数的初始均值和

标准差： 
8 2 5 2

0 1 0 2( ) 6.904 10 N/m , ( ) 7.464 10 N/mE E    

0 1 0 2( ) 0, ( ) 0E E    

即假设薄层单元的弹性模量 E1、E2 均值被低估了

20%；假设参数的均方差初始值均为 0。 

不考虑试验模态参数与待识别参数之间的相

关性，针对螺栓连接接触面不确定性参数识别开展

仿真研究。试验的模态参数通过仿真得到，试验数

据不受其他因素影响，取加权矩阵 W = I；由于迭

代过程中识别问题的方程组并未出现病态，正则化

参数 λ=0。 

如图 7 为薄层单元参数均值迭代收敛曲线，图

8 为薄层单元参数标准差迭代收敛曲线。从图中可

以看出，薄层单元参数均值和标准差能够快速收

敛。表 4 为识别前后接触面薄层单元参数比较，识

别后参数均值的误差绝对值由20%下降到3%以下；

表 5 为识别前后模态频率统计特性比较，识别后模 

态参数均值与方差的精度明显提高，与试验结果相

比，前四阶模态频率均值不存在误差，均方差误差 

1 3 5 7 9 11
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/m
2 )
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图 7  薄层单元参数均值迭代收敛曲线 

Fig.7  Convergence of the mean-value of thin-layer element 
parameters 

 

 

图 8  薄层单元参数标准差迭代收敛曲线 

Fig.8  Convergence of the standard deviation of thin-layer 
element parameters 
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绝对值不超过 4.5%。表明当螺栓连接结构存在不确

定性时，采用本文的方法能够准确识别接触面参数

的统计特征，建立具有统计意义的精确动力学模

型。考察参数初值对识别结果的影响，3 种情况下

的识别误差如表 6 所示，参数均值和标准差识别结

果精度均较高，表明方法具有较好的稳定性。 

表 4  识别前后接触面薄层单元参数比较 
Table 4  Comparison between the initial and identified parameters of the thin-layer element 

薄层单元参数 真实值/(N/m2) 初始值/(N/m2) 初始误差/(%) 识别值/(N/m2) 识别后误差/(%) 

μ(E1) 8.63×108 6.904×108 20 8.578×108 0.59 

μ(E2) 9.33×105 7.464×105 20 9.056×105 2.94 

σ(E1) 8.63×107 0 100 8.904×107 3.17 

σ(E2) 9.33×104 0 100 1.086×105 16.4 

表 5  识别前后模态频率统计特性比较 
Table 5  Comparison between the initial and the identified computational modal data 

模态频率 试验值/(Hz) 初始值/(Hz) 初始误差/(%) 识别后/(Hz) 识别后误差/(%) 

μ(Mode 1) 423.5 420.4 0.73 423.5 0 

μ(Mode 2) 1035.7 1033.9 0.17 1035.7 0 

μ(Mode 3) 2244.3 2229.0 0.68 2244.3 0 

μ(Mode 4) 3126.0 3108.7 0.55 3126.0 0 

σ(Mode 1) 1.427 0 100 1.368 4.13 

σ(Mode 2) 0.804 0 100 0.770 4.23 

σ(Mode 3) 6.999 0 100 6.707 4.17 

σ(Mode 4) 7.583 0 100 7.267 4.17 

表 6  参数初值不同情况的识别误差 
Table 6  Errors of the identified parameters with different initial values 

工况 I 工况 II 工况 III 
薄层单元参数 

初始误差/(%) 识别后误差/(%) 初始误差/(%) 识别后误差/(%) 初始误差/(%) 识别后误差/(%) 

μ(E1) 20 0.59 20 0.59 20 0.59 

μ(E2) 20 2.94 20 2.97 20 2.95 

σ(E1) 100 3.17 100 2.63 100 2.62 

σ(E2) 100 16.4 100 2.89 100 2.89 
 

4  结论 

基于薄层单元理论，提出了一种螺栓连接接触

面不确定性参数识别方法。将识别得到的模型作为

不确定性螺栓连接参数识别方法研究的基准模型。

采用不确定性有限元模型修正理论作为识别不确

定性参数的基本方法，在基准模型基础上开展螺栓

连接不确定性参数识别方法仿真研究。仿真结果表

明，薄层单元能够较为准确的模拟接触法向和切向

接触刚度，并显著提高连接结构的建模效率；当螺

栓连接结构不确定性较小时，提出的方法能够准确

识别接触面参数的统计特征，建立能反映实际结构

动态特性统计意义的精确动力学模型。 
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