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基于 Kirchhoff 板中裂纹尖端辛本征解的 
有限元应力恢复方法 

 

王  珊 
(北京航天微系统研究所，北京 100094) 

 

摘  要：对于含穿透裂纹的板结构，裂纹尖端应力场及应力强度因子的计算精度对评估板的安全性具有非常重要

的影响。基于含裂纹 Kirchhoff 板弯曲问题中裂纹尖端场的辛本征解析解，该文提出了一个提高裂纹尖端应力场

计算精度的有限元应力恢复方法。首先利用常规有限元程序对含裂纹板弯曲问题进行分析，得到裂纹尖端附近的

单元节点位移；然后根据节点位移确定辛本征解中的待定系数，得到裂纹尖端附近应力场的显式表达式。数值结

果表明，该方法给出的应力分析精度得到较大提高，并具有良好的数值稳定性。 
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A STRESS RECOVERY METHOD FOR CRACKS IN KIRCHHOFF PLATE 
BASED ON THE SYMPLECTIC EIGENSOLUTIONS NEAR THE CRACK 

TIPS 
 

WANG Shan 

(Beijing Aerospace Institute of Microsystems, Beijing 100094, China) 

 

Abstract:  For a plate structure with through cracks, the calculation accuracy of the stress field and the stress 

intensity factor near the crack tips has important influence on the safety evaluation of the plate. Based on the 

analytical symplectic eigen-solutions of the crack tip field in the Kirchhoff plate bending problem with cracks, a 

finite element stress recovery method is proposed to improve the calculation accuracy of the stress field near the 

crack tips. Firstly, the bending problem of the cracked plate is analyzed by using the conventional finite element 

program, and the nodal displacements near the crack tip are obtained. Secondly, the undetermined coefficients in 

the symplectic eigen-solutions are determined by using nodal displacements, and the explicit expression of the 

stress field near the crack tip is obtained. The numerical results show that the present approach can present the 

stress results with more precision and has good numerical stability. 

Key words:  finite element method; symplectic eigen-solution; Kirchhoff plate; crack; stress recovery; stress 

intensity factor 

 

板是工程中常见的一种结构形式，广泛应用于

诸多工程领域。对于含有裂纹的板件，一般难以获

得断裂参量的解析解。有限元法是结构分析中常用

的一种数值方法，形成了许多通用的有限元软件。

这些程序系统大多采用基于最小势能原理的位移

元，可以给出单元节点位移的高精度结果[1－2]，但

单元应力的精度会大大降低，特别是对板弯曲问

题。另外，对于具有应力奇异性的问题，常规有限

单元需要在奇点附近划分非常稠密的网格，以保证

求解精度，这样显然会降低求解效率。而且在求解
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应力强度因子等断裂参数时通常需借助后处理的

手段，例如应力外推法，其求解精度也主要取决于

有限元应力计算结果。  

为改善有限元应力场的求解精度，出现了一些

应力磨平方法。Oden 和 Reddy[3]提出了一种局部应

力磨平的近似方法，Hinton 和 Campbell[4]基于最小

二乘法提出了全局及局部的有限元应力磨平方法。

Mota 和 Abel[5]提出了基于混合有限元的应力恢复

方法。Ahmed 和 Singh[6]提出了基于应力恢复技术

的板料成形过程自适应有限元分析方法。钟万勰和

孙雁[7]通过解析求解位移和应力的影响函数，利用功

的互等定理计算应力值。在求解裂纹问题方面，也

出现了一些应力磨平方法。Xiao 和 Karihaloo 等[8－9]

利用移动最小二乘法对有限元求得的裂纹尖端场

进行应力磨平，并且提出了扩展有限元的应力磨平

方法。钟万勰等[10－14]将辛对偶体系的求解方法引入

弹性力学，使以往很多难以求解的弹性力学问题获

得了解析解或半解析解[15]。辛本征解析解的获得为

有限元应力磨平提供了新途径，比如，基于极坐标

辛对偶体系所提供的平面弹性力学解析辛本征展

开解的应力磨平方法得到了较为满意的结果[16]。 

本文利用有限元法给出的 Kirchhoff 板裂纹尖

端附近区域节点位移，以辛对偶体系提供的环扇形

板辛本征解析通解为插值函数，提出了一个用于

Kirchhoff 板裂纹问题的应力恢复方法，并通过应力

强度因子与辛本征解中奇异项展开系数之间的关

系直接计算其大小。由于不存在位移导数带来的精

度降阶问题，且回避了常规有限元分析应力奇异性

问题的局限性，这使得裂纹尖端域内应力场及应力

强度因子具有较高的精度。 

1  环扇形 Kirchhoff 板弯曲辛本征 
解析解[14] 

内外半径分别为 R1 和 R2 的环扇形板如图 1 所

示，(ρ,φ)代表极坐标，环扇形板张开半角度为 α 

(α<φ<α)。 

极坐标系下板的曲率-挠度关系为： 
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其中， 、w分别表示板的曲率向量与挠度。 

通过引入变换： 
ln  ， s  ， s  ， s   (2) 

 
图 1  环扇形板 

Fig.1  Annular sector plate 

板弯曲极坐标系的 H-R 变分原理可写为： 
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式中，D 和 分别代表板的弯曲刚度和泊松比。将

 模拟为哈密顿体系的时间坐标，并记 ( ) /    。

执行式(3)对 s 变分可得到： 
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再将其代入式(3)并消去 s 得： 
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其中： 

 T[ ]  q ， T[ ]s s p  (6) 

而哈密顿函数为： 
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式(5)对 q、 p变分即得到对应面内无体力项的

板弯曲辛对偶方程组： 
 v Ηv  (8) 

其中， v为对偶向量： 

 T[ ]s s    v  (9) 

哈密顿算子矩阵为： 
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  、 为弯矩函数。弯矩函数与弯矩的关系为： 
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式(8)可以利用分离变量法进行求解，即令： 

 ( , ) e ( )  v ψ ， ( ) ( ) Hψ μψ  (12) 

其中： 是本征值； ( )ψ 是本征函数向量，它只

是的函数。 

对于两直边为自由边界条件的环扇形板，其辛

本征解可分成相互解耦的两组，分别代表关于 x轴

为对称变形和反对称变形。对称变形的非零辛本征

值超越方程为： 
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相应的本征解为： 
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该解的挠度为： 
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反对称变形的非零辛本征值超越方程为： 
 (3 )sin 2 (1 )sin 2 0         (16) 

相应的本征解为： 
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该解的挠度为： 
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以上的辛本征解仅与板的弯曲刚度 D、泊松比

 、以及半顶角 有关。式(15)和式(18)对应的解在

两直边延长线交点(即坐标原点)形成一个平衡力

系。除对称与反对称变形解，两直边自由环扇形板

还有六个具有特殊物理意义的解，它们与本文无

关，在此不做详述。 

2  裂纹尖端位移模式 

由式(15)和式(18)的挠度表达式，环扇形板的位

移场可近似表示为： 
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其中：R 是某一特征长度，用于  坐标的无量纲化；

sN 和 aN 是对称变形与反对称变形模式各取的项

数； s( 1,2, , )ic i N  、 a( 1,2, , )jd j N  以及

1 2 3,  ,   b b b 是待定常数； ( ) ( )i jF G 、 分别为对

称变形与反对称变形模式的角分布函数： 
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后三项是板的三个刚体位移解。 

当 R1=0， π  时，上节给出的解对应就是裂

纹问题的辛本征解。令式(13)、式(16)中 π  可给

出裂纹尖端对称与反对称变形的非零辛本征值超

越方程为： 
 sin(2 π) 0   (21) 

由此得到辛本征值： 
 / 2 , 1,2,3i i i     (22) 

裂纹尖端附近总应变能必须有限，因此略去了

0i≤ 的解。其中，介于 0、1 之间的辛本征值 1/2

表征了裂纹尖端的应力奇异性阶次，即 1/2 。将式

(22)的本征值代入式(19)即得到裂纹尖端关于 x 轴
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为对称变形和反对称变形的挠度表达式。因此，裂

纹尖端的位移场可表示为： 
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相应地，角分布函数 ( ) ( )i jF G 、 分别为： 
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3  应力恢复方法 

式(23)是无体力作用薄板断裂问题裂纹尖端位

移场通解，它满足域内的所有微分方程和两直边自

由的边界条件，而其中待定常数 s( 1,2, , )ic i N  、

a( 1,2, , )jd j N  以及 1 2 3,  ,  b b b 则可由环向边界

的位移确定。对裂纹尖端附近区域，通过有限元分

析可获得节点位移，问题则归结为求解环向边界为

给定位移边界条件的不规则扇形区域问题的解析

展开式。在确定了所有待定常数后，就确定了域内

位移场，进而可给出解析形式的应力场，至此完成

裂纹尖端应力场重构。通过首项应力奇异项的展开

系数可直接计算应力强度因子。由于在裂纹尖端采

用了解析通解，且有限元得到的位移场精度较高，

因此重构后的裂纹尖端应力场也具有较高的精度。 

为保证数值计算精度，应合理选取边界插值节

点。数值试验证明，与文献[16]类似，当选取的插

值节点沿参考区域边界分布状况较为规则时，应力

重构的数值效果较好。根据这个原则，本文提出了

一种适用于裂尖问题的边界插值节点选择方法。 

1) 应力重构参考区域的选择。以裂纹尖端为圆

心选择一个适当大小扇形域( π π   的扇形域)

作为应力重构的参考区域，如图 2(a)所示。这里记

其裂纹尖端为 O，扇形参考区域半径为 R，其边界

记为 p 。 

2) 参考节点的确定。选取扇形参考区域边界

p 穿过的全部单元，这些单元的所有节点中位于

扇形参考区域以外的即作为参考节点。参考节点的

选取如图 2(a)所示，参考节点在图中表示为白色三

角形，将参考节点总数记为 refN 。 

3) 插值节点数 N 的确定。统计所有相邻参考

节点与裂纹尖端 O 连线的夹角，其中的最大值记为

 。取插值节点数 N=min( 2π / 1  , refN )，其

中 是为避免插值节点数过多而预先设定的筛选

比，用以限制插值节点数在参考节点总数的占比。 

4) Ｎ个插值节点的确定。以裂纹尖端 O 点为

起点，延裂纹表面反向延长线(即 0  )方向作射

线，记为 OP1。以裂纹尖端 O 点为起点，以射线

OP1 为基准，分别沿逆时针与顺时针方向作余下

N-1 条关于裂纹表面对称且等分扇形参考区域的射

线，记为 OP2, OP3, …, OPN。在所有 refN 个参考节

点中依次选取距离每条射线最近的节点作为一个

插值节点，共选取 N 个插值节点。插值节点筛选过

程如图 2 (b)所示，筛选后得到的插值节点用黑色三

角形表示。 

 

(a) 

 

(b) 

图 2  插值节点筛选示意图 

Fig.2  Schematic diagram of present method  

确定了全部 N 个插值节点，就可利用有限元提

供的这N个插值节点的位移来确定解析解中的待定

常 数 s( 1,2, , )ic i N  、 a( 1,2, , )jd j N  以 及

1 2 3,  ,  b b b ，从而确定裂纹尖端场。待定常数的确定

可采用最小二乘拟合以及等额配点法等方法，本文

选用等额配点法。假定每个有限元节点上有三个位

移参数，包括节点挠度 w 与节点处中面法线在直角
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坐标系下的转角 x 和 y 。 

所选取的N个插值节点每个节点有三个独立节

点位移，则插值节点位移向量为： 
T

1 1 1 2 2 2[ ,  ,  ,  ,  ,  , , ,  ,  ]x y x y N xN yNw w w     d 
 (25) 

由式(23)可给出插值节点位移向量 d与广义位

移向量 a之间的关系： 

 d Ta  (26) 

其中，T即为节点位移向量 d到广义位移向量 a之

间的变换矩阵： 

 T T T T
1 2[ , , , ]NT T T T  (27) 

取 s a 3 3N N N   ，则式(27)给出的转换矩阵

T为3n 阶可逆方阵，于是式(26)可改写为： 

 1a T d  (28) 

求得了广义位移向量 a就可根据裂纹尖端解析

表达式得到参考区域内的应力场。这里需要注意，

因有边界效应，在参考区域内距离边界有一定距离

的区域内给出的应力场数值结果是更理想的，该区

域即图 2(a)中的虚线圆区域 0R  。 

利用首项奇异项展开式即可得到薄板裂纹问

题的应力强度因子。I 型和 II 型变形模式的切口应

力强度因子可以定义为： 

 1 0
0

lim 2π ( ) ,K  
  

   

 2 0
0

lim 2π ( )K  


  


 。  (29) 

4  数值算例 

算例 1. 考虑如图 3 所示的含中心裂纹方形板，板

的边长为 l ，板厚为 h，中心裂纹长度为 2a 。板的

泊松比取为 0.3  ，板的上下两条边承受均布弯矩

m 作用。有限元分析中采用三角形常应变单元

(ANSYS 中 shell63 单元退化而来)， 4l a 时的有

限元网格划分如图 4 所示。本文分析时取扇形参考

区域半径为 0.5R a ，含中心裂纹方形板应力强度

因子计算结果见表 1。作为对比，表中还列出了 Jiang

和Cheung[17]，以及Yao和Wang[18]给出的数值结果。

若方形板边长 l ，即归结为含中心裂纹无限大

板对边承受均布弯矩的问题，中心裂纹无限大板应

力强度因子的解析解为 2
1 / ( π ) 6K h m a  。 

算例 2. 考虑算例 1 的含中心裂纹板，板所受的荷

载分别为：1) 工况 1：板的裂纹上下表面中点承受 

 

图 3  承受对边均布弯矩的含中心裂纹方形板 

Fig.3  A thin plate containing a central crack and subjected to 

uniform bending moment on opposite sides 

 

图 4  l=4a 时采用的有限元网格 

Fig.4  Meshes for thin plate while l=4a 

表 1  含中心裂纹薄板 I 型应力强度因子 K1
2( / ( π ))h m a  

Table 1  Mode I SIFs K1 
2( / ( π ))h m a  of thin plate with a 

central crack 

数值解 l=4a l=6a l=8a l=12a l=16a l=20a

本文解 6.71 6.23 6.10 6.00 5.99 5.98

Jiang 和 Cheung[17] 6.84 6.41 6.25 6.16 6.12 6.11

Yao 和 Wang[18] 6.78 6.31 6.17 6.08 6.06 6.02

一对方向相反的集中弯矩M 作用(见图 5(a))；2) 工

况 2：板面上承受一对方向相反的集中弯矩M 作用

(见图 5(b))。有限元分析中仍采用三角形常应变单

元， 4l a 时的有限元网格划分如图 4 所示。本文

分析时取扇形参考区域半径为 0.5R a ，含中心裂

纹方形板应力强度因子计算结果见表 2。作为对

比，表中还列出了 Jiang 和 Cheung[17]给出的数值

结果。若方形板边长 l ，即归结为含中心裂

纹无限大板承受集中弯矩作用的问题，工况 1 与

工况 2 的应力强度因子解析解分别为 2
1 /K ah

( π ) 1.91M  和 2
1 / ( π ) 1.11K ah M  。 
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(a) 工况 1 

 

(b) 工况 2 

图 5  承受集中弯矩的含中心裂纹方形板 

Fig.5  A thin plate containing a central crack and subjected to 

concentrated moments 

表 2  含中心裂纹薄板 I 型应力强度因子 K1
2( / ( π ))ah M  

Table 2  Mode I SIFs K1 
2( / ( π ))ah M  of thin plate with 

a central crack 

数值解 l=4a l=6a l=8a l=12a l=16a l=20a

工况 1 

本文解 2.40 2.13 2.00 1.93 1.91 1.90

Jiang 和 Cheung[17] 2.51 2.21 2.12 2.06 2.04 2.03

工况 2 

本文解 1.86 1.43 1.25 1.15 1.13 1.12

Jiang 和 Cheung[17] 1.88 1.43 1.28 1.18 1.15 1.13

算例 3. 考虑如图 6 所示的含双边裂纹方形板，板

的边长为 l ，板厚为 h ，板中间未开裂部分长度为

2a 。板的泊松比取为 0.3  ，板面上承受一对方

向相反的集中弯矩M 作用。有限元分析中仍采用三

角形常应变单元， 4l a 时的有限元网格划分如图

7 所示。本文分析时取扇形参考区域半径为

0.5R a ，含双边裂纹方形板应力强度因子计算结

果见表 3。 

作为对比，表中还列出了 Jiang 和 Cheung[17]

给出的双边裂纹薄板 I 型应力强度因子的数值结

果。这里要提及的是，当边长 l 时，问题即为

板面承受集中弯矩作用的含双边裂纹的无限大板，

其应力强度因子的解析解为 2
1 / ( π )K ah M 

1.587。显然本方法所求得的应力强度因子的变化趋

势与文献所提供的数值解以及解析解非常吻合。 

 

图 6  承受集中弯矩的含双边裂纹方形板 

Fig.6  A thin plate containing double edge cracks and 

subjected to concentrated moments 

 

图 7  l=4a 时采用的有限元网格 

Fig.7  Finite element mesh for thin plate while l=4a 

表 3  含双边裂纹薄板 I 型应力强度因子 K1 
2( / ( π ))ah M  

Table 3  Mode I SIFs K1 
2( / ( π ))ah M  of thin plate with 

double edge cracks 

数值解 l=4a l=6a l=8a l=10a l=12a l=16a l=20a

本文解 1.510 1.567 1.576 1.579 1.580 1.582 1.582

Jiang 和 Cheung17] 1.543 1.598 1.608 1.610 1.611 1.612 1.612

需要说明的是，本文提出的有限元应力恢复方

法对复杂几何形状和加载条件下的此类问题都是

适用的。 

5  结论 

基于含裂纹 Kirchhoff 板弯曲问题中裂纹尖端

场的辛本征解析解，利用有限元方法提供的节点位

移确定出辛本征解中的待定系数，重构裂纹尖端应

力场，提出了一个提高裂纹尖端应力场计算精度的

有限元应力恢复方法。与传统方法相比，该方法采
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用 Kirchhoff 板裂纹尖端辛本征解析解作为插值函

数，规避了对位移求导损失的计算精度，又可反映

裂纹尖端真实应力场，因此可以获得精度与有限元

位移场相媲美的应力强度因子。由于应力恢复的精

度依赖于有限元位移的精度，因此应尽可能提高有

限元位移场的精度。数值算例结果表明，本方法给

出的应力分析精度得到较大提高，并具有良好的数

值稳定性，是一种计算 Kirchhoff 板弯曲问题应力强

度因子的有效数值方法。 
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