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摘  要：该文开展了热环境下正交各向异性板固有特性和激励响应的研究，通过实验测试与数值计算，分析了其

固有频率随温度的变化规律、模态交换或突跳现象、以及激励作用下响应受温度的影响。结果表明：温度引起的

热应力与热变形会改变板的动态特性，但两者在热屈曲前后对板刚度的影响机制不同，导致固有频率随温度先降

低后上升，且它们的微小变化会导致正交各向异性板的模态交换或突跳现象；激励作用下整体响应曲线随温度升

高向低频漂移。 
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Abstract:  This paper focuses on the study of the natural vibration characteristics and dynamic response of an 

orthotropic plate under thermal environment by means of experiment and numerical calculation. The variation of 

natural frequency as well as the interchange of the mode shape and response under excitation during thermal 

environment are the key points in this research. The result shows that the thermal stresses and thermal 

deformation due to thermal loading will change the dynamic characteristics of an orthotropic plate. The thermal 

stresses and thermal deformation are of different effects on the stiffness of the plate, will result in a trend that the 

fundamental frequency firstly lowers and then rises, and whose slight variation leads to a mode-shape interchange 

of the plate. The dynamic response curve shifts to the low frequency range with temperature rising. 

Key words:  orthotropic plate; thermal stress; thermal deformation; mode shape; dynamic response 
 

热环境下正交各向异性板固有特性和响应规

律的研究对于工程结构设计及其安全性评价具有

重要意义。自 20 世纪 90 年代，国内外学者相继开

展了各向同性板、壳，复合材料梁、板等结构动特
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性的研究。Matsunaga [1]研究了考虑剪切效应、厚度

及旋转惯量复合材料角铺设层合板的振动特性和

稳定性。Singha[2]用有限元法研究了复合材料板大

范围的柔性自由振动，发现随着平板厚度和斜交角

度的增加，非线性固有频率与线性固有频率的比值

不断增加。Daneshjoo[3]用基于混合公式的有限元法

研究了在横向载荷和热冲击同时作用下热弹耦合

的各向同性和层状复合材料板的响应。Pradeep 等[4]

利用有限元研究了四边固支的粘弹性夹层板的热

屈曲和振动特性。Jae-Sang 等[5]采用有限元研究了

带有形状记忆合金复合材料板的后屈曲振动特性，

发现形状记忆合金会增加平板的热屈曲温度，减小

热变形挠度。Anderson 等[6]通过实验和有限元对比

研究了不同铺设角复合材料板的固有频率和模态

阵型。Ribeiro[7]研究了热载荷下四边固支的复合材

料圆柱壳的振动特性。Cheng 等[8]通过实验和数值

计算研究了 1000℃高温环境下平板和加筋板固有

振动特性，发现热应力的作用超过材料属性改变对

模态的影响。Du 等[9]研究了含有温度梯度层合板的

振动特性，得到了较完整的基频变化规律。Jeyaraj

等[10―11]建立有限元与边界元(FEA-BEA)联合仿真

模型，分析了各向同性板及复合材料板在热环境下

的振动及声响应特性。Kim[12]考虑结构热应力及材

料的热属性，理论研究了热环境下功能梯度矩形板

的振动问题。 

Liu 等[13]通过考虑一阶剪切变形效应的有限元

法分析了存在热应变作用时复合材料层合板的振

动特性。李世荣等[14]基于薄板大挠度理论建立了

Winkler 弹性地基上弹性圆板在均匀升温下的热过

屈曲的控制方程，研究了由弹性地基刚度参数导致

的临界屈曲模态跃迁。钮鹏等[15]通过建立热载荷作

用下复合材料夹层梁受弹性地基约束时的几何非

线性控制方程，研究了临界升温与地基弹性参数之

间的关系曲线，并得到模态跃迁性质。杨雄伟等[16―17]

通过建立 X-43A 结构与内声场的 FEM-SEA 混合模

型，考虑材料热属性和结构热应力，研究了热环境

对结构声-振特性的影响，得到了混响声场作用下结

构在宽频范围内的响应。Geng 和 Li[18―20]等推导了

考虑热应力作用下板的振动控制方程，针对各向同

性简支及固支板在热环境下的振动及声辐射响应

特性开展理论与实验研究。此外，还获得了热环境

下层合板[21]、夹芯板[22]及夹芯梁[23]振动特性及声响

应的半解析解。Zhao 和 Li 等[24―25]还研究了湿环境

下板和壳的振动问题，获得了湿环境下正交各向异

性平板和圆柱壳的振动及声辐射特性。吴振强等[26]

获得了热环境下各向同性加筋板的动特性。 

关于热环境下各向同性板、壳结构振动特性的

理论研究、数值分析、实验手段已有较多，且有关

各向异性材料板固有特性的研究也有一定的基础，

但考虑热效应的正交各向异性板固有特性变化及

产生模态交换现象的研究还较少。本文以正交各向

异性板为对象，开展热模态、热载荷及声/机械激励

响应的实验研究；根据实验结果，实施考虑热应力

及热变形效应的数值计算，解明了温度产生的热应

力、热变形及材料参数对振动特性、模态交换的影

响机制，以及温度变化对结构动响应的影响规律。 

1  实验研究 

1.1  实验对象与装置 

实验对象为正交各向异性单层板按[0°/90°]交

替铺设的正交各向异性对称层合板，其中增强相为

碳纤维，体积比例 60%，基体相为环氧树脂，体积

比例 40%。实物如图 1，材料结构铺层示意如图 2，

几何尺寸与材料属性如表 1。中心面积 0.3 ×0.2 m2的

部分为测试区域，按顺序标记 36 个测试点。 

 

(a) 实验板实物 

 

(b) 实验区域示意图 

图 1  实验用正交各向异性板 

Fig.1  Experimental orthotropic plate 
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图 2  正交各向异性板材料结构示意图 

Fig.2  Material and structure of orthotropic plate 

表 1  实验板的几何尺寸与材料属性 

Table 1  Geometrical size and material parameter of specimen 

长/m 宽/m E1 弹性模量/GPa E2 弹性模量/GPa

0.4 0.3 135 6.4 

厚/m 12  G12 剪切模量/GPa 密度/(kg/m3) 

0.001/0.003 0.3 4.4 1760 

注：因实验板有 0.00108m(9 层)和 0.003m(25 层)两种厚度，用“/”

区分。 

图 3 所示为实验装置，包括石英灯，实验夹具

基座，支架，实验板(矩形板)，工作灯，激振器，

扬声器，滤波器，信号放大器，加速度传感器，力

传感器和声传感器。测试设备包括红外测温计、力

锤及 LMS 测试系统。 

 

图 3  实验装置 

Fig.3  Experimental set 

首先测得热环境下板的固有特性。热环境通过

实验板下面的石英灯施加，利用红外测温仪获得实

验板上具体测试点的温度。依据简单的数值分析结

果，避开前五阶的振动不动点，将加速度传感器

(PCB 333B32)布置在实验板的第 12 测试点(见图

1(b))，用于识别各阶振型、频率及阻尼比。采用 LMS

模态分析系统，通过力锤(PCB hammer 086C04)逐

个激励各测试点、测试频率变化，同时为保证准确

进行了相关性检测，最后利用 LMS TEST.LAB 处理

实验数据。 

其次，开展热载荷及声激励作用下正交各向异

性板的动响应实验，通过 LMS 振动测试系统输出

线性周期调频信号(便于确定系统的频率响应)，利

用滤波器和信号放大器分别对激励信号进行有效

滤除和放大，最后通过扬声器(Hivi SS6.5)将声激励

施加在板上实现。加速度传感器布置在实验板第 12

测试点，声传感器(B&K type 4958)置于扬声器正下

方 0.05 m 处，分别获取实验板的响应曲线和声源的

声压。最后利用 LMS TEST.LAB 处理实验数据，获

得实验板的频响曲线和声压。图 4 为热载及声激励

实验的示意图。 

 

图 4  热载及声激励实验示意图 

Fig.4  Sketch of thermal load and acoustic excitation 

experiment 

之后，开展热载荷及机械激励作用下正交各向

异性板的动响应实验，通过 LMS 振动测试系统输

出线性周期调频信号(便于确定系统的频率响应)，

利用滤波器和对激励信号进行有效滤除，最后通过

激振器(MB Exciter Modal 2)和激振杆将机械激励

施加在实验板上第 25 点来实现。加速度传感器布

置在实验板的第 12 测试点，力传感器置于激振杆

的末端，分别获取实验板的响应曲线和作用在实验

板上的力信号。最后利用 LMS TEST.LAB 处理实验

数据，获得实验板的频响曲线和力信号。图 5 为热

载及机械激励实验的示意图。 

 

图 5  热载及机械激励实验示意图 

Fig.5  Sketch of thermal load and mechanical excitation 

experiment 
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1.2  实验结果 

1.2.1  固有振动特性 

首先，对 3 块 3 mm 实验板进行模态实验，为

避免实验板基体材料环氧树脂受热发生变化，实验

温度仅升至 100℃左右，在此温度范围内材料弹性

模量的变化很小，忽略其对板频率的影响。除去实

验中奇异数据，表 2 为随中心温度变化的前三阶频

率，依次下降了 9.9%、9.4%、6.2%。因为固支板

受热产生的热效应削弱了板的刚度，导致了板固有

频率的下降。 

表 2  3 mm 实验板前三阶频率随中心温度的变化 

Table 2  Frequency of 3 mm experimental plate with central 

temperature variation 

中心温度/(℃) 23.2 35.8 49.2 63.3 

一阶(1,1)固有频率 486.55 478.67 470.36 461.55 

二阶(2,1)固有频率 721.97 711.93 697.02 683.44 

三阶(1,2)固有频率 1234.94 1224.88 1214.28 1206.83

中心温度/(℃) 75.4 87.2 101.4  

一阶(1,1)固有频率 452.52 444.25 438.61  

二阶(2,1)固有频率 674.07 662.79 653.99  

三阶(1,2)固有频率 1193.48 1184.75 1173.49  

 

图 6  固有频率随温度的变化百分比 

Fig. 6  Frequency Decrease with Temperature Variation 

图 6 为前三阶固有频率随温度下降按照此式
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式中：代表固有频率平均值； ix 代表实验测得固

有频率值。3 块实验板所得实验数据绝对误差的标

准差范围在 0.6~1.6，表明实验整体数据分布均匀，

可反映实验板在热载荷作用下固有频率的变化。 

 

图 7  前三阶固有频率绝对误差的标准差 

Fig.7  Standard deviation of absolute error of frequency 

其次，对 1 mm 实验板进行同样实验，表 3 为

第 1 阶、2 阶阶频率随温度变化的结果，图 8 为对

应的曲线，图 9 为实验测试 87.2℃和 101.4℃的前

二阶振型。第 1 阶频率随温度升高先降低而后上升，

在 100℃左右超过持续下降的第 2 阶频率，此时第

1 阶、第 2 阶振型发生了交换(见图 9)。实验中第 1

阶频率无法降至 0 Hz，可能由于平板的初始缺陷所

导致，文献[16]中有对该现象的详细分析。 

表 3  1 mm 实验板前二阶固有频率随温度的变化 

Table 3  Frequency of 1 mm experimental plate with 

temperature variation 

中心温度/(℃) 23.2 35.8 49.2 63.3 

1 阶(1,1)固有频率 154.964 138.587 121.324 104.315

2 阶(2,1)固有频率 268.369 248.058 220.133 195.548

中心温度/(℃) 75.4 87.2 101.4  

1 阶(1,1)固有频率 115.196 130.428 148.826  

2 阶(2,1)固有频率 176.631 160.531 137.951  

 

图 8  1 mm 实验板第 1 阶、2 阶频率随温度的变化 

Fig.8  Frequency of 1mm experimental plate with temperature 

variation 

 

(a) 87.2℃时前 2 阶振型 
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(b) 101.4℃时前 2 阶振型 

图 9  温度 87.2℃和 101.4℃时 1 mm 实验板的前 2 阶振型 

Fig.9  Mode shape of 1 mm experimental plate at 87.2℃ and 

101.4℃ 

1.2.2  激励作用下的响应 

最后，开展了声、机械激励作用下实验板的动

响应实验，其中声激励选线性周期调频信号，范围

03000 Hz，大小通过 LMS 以 3 V 电信号输出。图

10 是热环境下声激励作用的动响应曲线，可见，随

温度升高频响曲线整体向低频漂移，整体特征基本

不变。将第 1 阶频率峰值的局部放大，峰值随温度

升高逐渐降低。因为受热板一方面因热效应削弱了

刚度，使板的固有频率降低；另一方面热环境改变

了结构阻尼比(见表 4)，第 1 阶阻尼比随温度升高而

增大，使板的能量耗散增加，振动动能减小，所以

频响曲线向低频漂移，第 1 阶响应幅值下降。 

 

(a) 整体趋势 

 

(b) 1 阶峰值局部 

图 10  热环境下实验板的声激励响应曲线 

Fig.10  Response of experimental plate under thermal load 

and acoustic excitation 

表 4  3 mm 实验板的前三阶模态阻尼比随温度的变化 

Table 4  Damping ratio of 3 mm experimental plate with 

temperature variation 

中心温度/(℃) 23.2 49.2 75.4 101.4 

1 阶(1,1)阻尼比/(%) 2.21 2.69 2.81 3.59 

2 阶(2,1)阻尼比/(%) 3.81 3.85 3.36 3.69 

3 阶(1,2)阻尼比/(%) 1.83 1.25 1.64 2.99 

机械激励选择与声激励信号相同。图 11 是热

环境下机械激励作用的动响应曲线，与声激励实验

结果趋势相符，整体特征基本不变。不同激励作用

下的响应曲线在共振频率和响应幅值存在差异，首

先，声激励的 1 阶响应频率在 440~490 Hz，而机械

激励的 1 阶响应频率在 355~395 Hz，因其机械激振

器成了系统附加质量，使机械激励的峰值频率低于

声激励的结果；其次，将 1 阶频率局部放大，发现

响应峰值随温度升高逐渐增大，因为热载削弱了板

的刚度，导致响应幅值增大。 

 

(a) 整体趋势 

 

(b) 1 阶峰值局部 

图 11  热环境下实验板的机械激励响应曲线 

Fig.11  Response of experimental plate under thermal load 

and mechanical excitation 

2  数值分析 

本节开展相关数值分析，进一步研究正交各向
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异性板频率、振型和频响曲线，并与实验结果比较。

热结构的有限元分析需考虑由热应力产生的刚度

阵 Kσ和热变形产生的非线性刚度阵 KNL的影响，由

温度引起的材料属性变化此处暂不考虑。 

热结构动力学行为可通过以下有限元方程求

解： 
2

0 NL s([ ] ) 0u    K K K M       (1) 

s s 0 NL s( )u u     M C K K K u Q       (2) 

其中：K0 是结构原始刚度阵；Kσ是由热应力产生的

刚度阵；KNL 是由热变形产生的刚度阵；是结构

固有频率；Ms 是结构质量阵；Cs 是结构阻尼阵，u

是节点自由度的位移向量；Qs 是激励向量。Kσ 和

KNL可表达为[27]： 
T d

A
A  K G SG                          (3) 

T T T
NL NL L L NL NL NLd

A
A  K B DB B DB B DB   (4) 

其中：G 是应变位移矩阵；S 是应力矩阵；BL 和

BNL分别为几何矩阵 B 的线性和非线性部分；D 为

弹性矩阵；A 是求解域。 

激励作用下热结构声振响应可通过耦合系统

的有限元方程求解。首先，耦合模型中内声场的动

力学有限元方程[17]： 

a a a a aM p C p K p R u              (5) 

其次将声压及其他载荷作为结构的动力载荷，

可得到耦合模型中结构的动力学有限元方程： 

s s 0 NL s s( )M u C u K K K u Q R p         (6) 

由此，获得内声场的声波传播和结构的振动特

性，以声场空间位置处的声压 p 和结构节点自由度

的位移u 作为未知量，同时考虑热应力产生的刚度

阵 K和热变形产生的非线性刚度阵 KNL 的作用，

可得热结构的声-振耦合系统的有限元方程为： 

a a a a

s s

a

s 0 NL s

0

0 0

0 0

R p p

M u u

p

R Qu

      
       

      
    

           

M C

C

K

K K K

 
 

     (7) 

其中：Ka 是内声场介质的刚度阵；Ma 是质量阵，

Ca是阻尼阵；p 是空间位置处的声压； a 是介质的

密度。 

2.1  固有振动特性 

2.2.1  固有频率变化规律 

利用 NASTRAN 求解热载产生的热效应包括

热应力和热变形，将它们分别作为预应力和初始形

变施加在原模型上，再进行模态分析。 

采用四边形单元划分网格，四边固支。图 12

为3 mm正交各向异性板前三阶频率考虑热效应(热

应力及热变形)变化的计算结果与表 2 的对比，数值

与实验结果均随温度的升高而下降且趋势相符，前

3 阶最大误差分别为 6%、9%和 3%。数值结果偏高

可能是数值预测的刚度偏高及计算的理想化条件

所致。 
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图 12  3 mm 正交各向异性板前三阶频率随温度变化的 

数值与实验对比 

Fig.12  Frequency contrast between the test and numerical 

value of 3 mm orthotropic plate with temperature variation 

进一步，我们给出了热应力单独作用下频率随

温度的变化，如图 13 所示。对比图 12 与图 13 可

见，两者几乎一致，表明热变形对频率变化几乎没

有影响。这是因为 3 mm 平板未发生热屈曲，其热

变形量很小，对刚度几乎没有影响，仅需考虑热应

力对刚度的影响。热屈曲前热应力是影响板刚度的

主要因素。 

 

图 13  热应力对正交各向异性板前三阶固有频率的影响与

实验的对比 

Fig.13  Frequency contrast between the test and effect of 

thermal stress on 3mm orthotropic plate 

图 14为 1 mm正交各向异性板固有频率随温度

变化的数值结果与图 8 结果的对比，图 15 为数值

计算 87.2℃和 101.4℃的前二阶振型。为了准确对
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比实验结果，计算存在初始缺陷的平板模型，获得

平板前二阶固有频率随温度的变化。通过对比，数

值与实验结果整体趋势相符，1 阶固有频率均随温

度的升高先减小后增加，并在 100℃左右均超过持

续下降的第 2 阶固有频率，1 阶、2 阶振型发生模

态交换(见图 15)；说明此平板模型在实验温度范围

内能合理地反映实验板的固有振动特性随温度的

变化，可进一步计算分析热屈曲后热应力或热变形

单独作用对板频率的影响。 

 

图14  1 mm正交各向异性板前二阶固有频率随温度变化的

数值与实验对比 

Fig.14  Frequency contrast between test and numerical value 

of 1 mm orthotropic plate with temperature variation 

   

(a) 87.2℃时前 2 阶模态振型 

   

(b) 101.4℃时前 2 阶模态振型 

图 15  环境温度为 87.2℃和 101.4℃时 1 mm 正交各向异性

板的前 2 阶振型 

Fig.15  Mode shape of 1 mm orthotropic plate at 87.2℃ and 

101.4℃ 

图 16 为热应力或热变形单独作用对板频率特

性的影响，其中方点线、圆点线分别代表热应力或

热变形单独作用时固有频率的变化，虚线代表热屈

曲后上述两者单独作用下频率的变化线，实线代表

频率的实际变化线。热屈曲前，热应力起主要作用，

固有频率呈线性下降；在屈曲温度附近热应力单独

作用(方点实线)与实际频率(三角点线)相比有小幅

差异，因为平板存在初始缺陷，在温度作用下产生

了较小的热变形，使频率有小幅增加；热屈曲后，

热应力单独作用时对频率的影响程度较之热变形

单独作用时的程度小，频率转为增加，这是因为屈

曲后由热变形产生的挠度大幅增加，热变形对初始

刚度的影响超过热应力的影响。因此，发生热屈曲

后需同时考虑热应力和热变形的效应，两者对初始

刚度阵的影响程度在热屈曲前后不同。 

通过对比，1 mm 板在热屈曲前热应力起主要

作用，其削弱了刚度，第 1 阶固有频率值随温度的

升高减小；热屈曲后热变形起主要作用，其产生的

挠度随温度升高不断增大导致结构刚度增大，因此

频率值随温度升高而转为增加。 

 

图 16  热应力与热变形分别对正交各向异性板 

第 1 阶固有频率的影响 

Fig.16  Effect of thermal stress and thermal deformation on 

frequency of 1mm orthotropic plate 

2.2.2  模态交换 

由以上实验和数值分析可见，热应力和热变形

对正交各向异性板各阶频率产生影响且导致了模

态交换，现讨论其机制。 

考察正交各向异性板的材料参数和环境温度

的变化对其固有特性的影响，计算对象几何尺寸和

材料属性如表 5，其中 E1、E2 分别为材料 1、2 的

弹性模量，α1、α2 分别为材料 1、2 的热膨胀系数。 

表 5  正交各向异性板几何尺寸与材料属性 

Table 5  Geometrical dimensions and material parameter of 

orthotropic plate 

长/m 宽/m 热膨胀系数 α1/(×106) 热膨胀系数α2/(×106)

0.4 0.3 30 0.3 

厚/m 12  E1 弹性模量/GPa 密度/(kg/m3) 

0.002 0.3 5.1 1760 

首先，保持环境温度(室温)不变，固定材料 1

的弹性模量 E1，调节弹性模量比值 E2/E1，观察正

交各向异性程度对板各阶模态变化的影响。见图 17

和 18，当 E2/E1 由 3.5 变至 3.6 时板的第 6 阶、7 阶

模态顺序发生了交换。 

其次，保持材料各向异性程度不变(E2=2E1)，
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考察温度改变对板各阶模态变化的影响。见图 19

和图 20，当温度由 51℃变至 52℃时板的第 3、4 两

阶模态出现了交换。 

表 6  正交各向异性板固有频率随材料各向异性程度的变化 

Table 6  Frequency of orthotropic plate with orthotropy 

variation 

固有频率 5 阶 6 阶 7 阶 8 阶 

E2=3.5E1 470.085 606.471 606.951 737.591 

E2=3.6E1 472.825 611.034 610.315 742.802 

 

图 17  正交各向异性板第 6 阶、7 阶固有频率随材料 

参数的变化 

Fig.17  Frequency of orthotropic plate with material parameter 

change 

  

(a) E2/ E1=3.5 时第 6 阶、7 阶振型 

  

(b) E2/E1=3.6 时第 6 阶、7 阶振型 

注：这里仅列出发生模态交换阶次的振型 

图 18  正交各向异性板 6 阶、7 阶振型随材料参数的变化 

Fig.18  Interchange of mode shape of orthotropic plate with 

material parameter change 

表 7  正交各向异性板固有频率随温度的变化 

Table 7  Frequency of orthotropic plate with temperature 

variation 

固有频率 3 阶 4 阶 5 阶 6 阶 

ΔT=0℃ 340.874 349.987 419.604 525.813 

ΔT=51℃ 39.026 40.874 181.642 296.085 

ΔT=52℃ 28.116 25.222 173.591 289.777 

通过上述数值算例可见，无论是材料属性还是

环境温度的微小改变，都会使正交各向异性板的模

态发生交换。实质上，材料或温度的微小改变都是

结构刚度阵受到了微小扰动。结构发生模态交换是 

 
图 19  正交各向异性板第 3 阶、4 阶固有频率随温度的变化 

Fig.19  Frequency of orthotropic plate with temperature 

change 

  

(a) T0 =51℃时第 3 阶、4 阶振型 

   

(b) T0 =52℃时第 3 阶、4 阶振型 

图 20  正交各向异性板 3 阶、4 阶振型随温度的变化 

Fig.20  Interchange of mode shape of orthotropic plate with 

temperature change 

由于结构特征值的顺序交换而引起的[28―29]，对于稳

定结构的刚度矩阵，其元素受微小扰动导致特征值

改变的问题可转化为研究一元高次方程的根与系

数的关系。以 3 阶对称矩阵  ( , 1,2,3)ij i j a 为例，

其特征值的方程为： 
3 2 2

2

( )

( 2 ) 0,  

, , , 1,2,3 ,

ii ii jj ij

ii ij ii mn

a a a a

a a a a

i j m n i j m n

        

   

   

  
    

 (8)

 

假设三个根为 ( 1,2,3)i i  ，且 1 2 3  ≤ ≤ ，

进一步可得根与系数的关系： 

i iia                         (9) 

2
i j ii jj ija a a                (10) 

22i ii ij ii mna a a a            (11) 

当 iia 不变， ija 绝对值减小，则 i iia   不

变 ， 2
i j ii jj ija a a       增 大 ， 因 此
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 ( 1,2,3)i i  中，某些根增加，某些根减小； 

当 ija 不变， iia 减小，则 i j ii jja a       
2
ija ， i iia   ， 2i ii ija a       

2
ii mna a 均减小，因此 ( 1,2,3)i i  均减小。 

由以上分析，3 阶矩阵内的元素均减小时，由

于对角线上元素和非对角线上元素扰动对解影响

不同，则某些解不断减小且变化较快，某些解变化

较慢或者保持不变，所以不同解变化趋势不同，可

能出现某一种情况，当矩阵扰动后，某两个解的大

小发生改变，即 λ1≥λ2或者 λ1≥λ3亦或者 λ2≥λ3，

则发生了特征值的交换。对于更高阶的矩阵，可得

相似的结论。 

进一步，通过一弹簧质量系统如图 21 所示，

来说明矩阵元素微小扰动可导致特征值的交换。 

其中：k1=11.96 N/m，k2=6.03 N/m，k3=0.92 N/m，

k4=0.03 N/m，k5=0.83 N/m，k6=15.96 N/m，m1=m2= 

m3=m4=m5=1kg。 

 

图 21  弹簧质量系统 

Fig.21  Spring mass system 

可计算得到原始系统的特征值和特征向量如

表 8。 

表 8  系统扰动前特征值和特征向量 

Table 8  Eigenvalues and eigenvectors of the system before 

the turbulence 

阶次 特征值 特征向量 

4 16.0020 0.8301 0.5564 0.0340 0.0008 0.0160

5 16.0055 0.0133 0.0089 0.0007 0.0547 0.9984

注：仅列出了发生模态交换相关阶次的特征值和特征向量。 

假设系统弹簧刚度发生微小扰动： Δk1= 

0.06 N/m, Δk2=0.01 N/m, Δk3=0.01 N/m, Δk4= 

0.01 N/m, Δk5=0.01 N/m, Δk6=0.06 N/m。从而可

获得系统扰动后的特征值和特征向量如表 9。 

表 9  系统扰动后特征值和特征向量 

Table 9  Eigenvalues and eigenvectors of the system after the 

turbulence 

阶次 特征值 特征向量 

4 15.9445 0.0944 0.0634 0.0038 0.0539 0.9920 

5 15.9448 0.8242 0.5538 0.0336 0.0062 0.1137 

针对此结果，采用模态相关性的判别准则量化

判定模态向量间相关度[30]，计算获得弹簧质量系统

在扰动前后的特征向量相关性结果见表 10。 

通过对弹簧质量系统的第 4 阶、5 阶振型的特

征向量进行相关性判断，确认弹簧质量系统扰动前

第 4 阶振型与扰动后第 5 阶振型的相关度非常高，

扰动前第 5 阶振型与扰动后第 4 阶振型的相关度非

常高，说明弹簧质量系统扰动后第 4 阶模态与第 5

阶模态发生了交换。 

表 10  弹簧质量系统在扰动前后特征向量相关性检验 

Table 10  Checkout on the relativity of eigenvectors of system 

between the turbulence 

阶次 振型 MAC NMD(%) 

4 
φ40 

0.0168 765.01 
φ4 

4 φ40 
0.9832 13.07 

5 φ5 

5 φ50 
0.9832 13.07 

4 φ4 

5 
φ50 

0.0168 765.01 
φ5 

根据上述分析可知，热应力产生了削弱板原始

刚度的效应，而热屈曲变形产生了增强加板原始刚

度的效应，两者在不同温度区段(热屈曲前后)所发

挥作用的强弱不同；当温度变化时，热应力和热变

形的微小变化对原始刚度阵产生扰动，使得板的频

率发生变化，相邻两阶频率值的大小顺序会发生改

变，对应的模态振型发生交换。 

2.2  声激励作用下的响应 

热环境下正交各向异性板的声激励响应的数

值计算采用软件 VA one 实施，声-振耦合系统计算

模型与固有特性计算模型一致，因 3 mm 平板在实

验中热应力起主要作用，故仅获得预应力的计算结

果，施加在结构模型上，再实施数值计算。数值仿

真中的声激励信号采用实验测试的激励信号，通过

在边界元流场中板模型上方 0.3 m 处施加一个单极

子来模拟，加速度传感器根据实验的实际情况安置

在计算模型上，如图 22 为计算模型。 

单极子(声压)

平板(有限元)

加速度传感器

半无限空间声场

(边界元)

 

图 22  声-振耦合系统计算模型 

Fig.22  Calculate mode of SEA-FEM 

图 23 为数值计算结果与图 10 的对比，可以看
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出不同温度下正交各向异性板数值和实验结果的

整体趋势相符，计算结果大体上能反映正交各向异

性板的实际响应。数值计算结果的频响曲线较光

滑，可能是实验的外部环境并非理想消声环境，实

验曲线存在小幅震荡。 

2.3  含量比对响应的影响 

由于正交各向异性板是由非单一材料构成，本

小节考察增强相不同含量比对正交各向异性板的

响应变化。 

 

(a) 23.2℃数值与实验结果 

 

(b) 49.2℃数值与实验结果 

 

(c) 75.4℃数值与实验结果 

 

(d) 101.4℃数值与实验结果 

图 23  热环境下正交各向异性板的声 

激励响应的数值与实验结果对比 

Fig.23  Response of orthotropic plate under thermal load and 

acoustic excitation contrast between the numerical and test 

result 

图 24 是正交各向异性板中增强材料含量比变

化对其响应的影响，其中 normal 代表实验板，±5%

代表增强材料含量比变化的计算对象。随着增强项

含量比的变化频响曲线整体响应特性变化不明显， 

加
速

度
响

应
/(

m
/s

2 )

 

(a) 整体趋势 

 

(b) 1 阶峰值局部 

图 24  正交各向异性板纤维比例改变对响应的影响 

Fig.24  Effect of material ratio on response of orthotropic 

plate 
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增强材料比例的增加增大板的刚度，固有频率上

升，因此各阶响应峰值向高频漂移。 

3  结论 

本文以正交各向异性板为对象，采用实验与数

值手段研究了四边固支热环境下其动特性与动响

应的变化规律，明确了热应力与热变形对结构特性

的影响效应，获得了正交各向异性板固有频率、振

型和动响应的变化规律，并对模态交换现象开展了

数值研究。结论如下： 

(1) 热环境引起板内热应力和热变形，热屈曲

前热应力对原始刚度的变化起主要作用；热屈曲后

热变形对原始刚度变化起主要作用；两者改变平板

的固有振动特性，各阶频率的变化趋势不同，且会

产生模态交换； 

(2) 依据热应力及热变形对结构刚度的效应实

施数值模拟方法，开展了热环境下正交各向异性板

固有特性和动响应的数值分析，与实验结果对比表

明，两者符合良好，趋势一致，且验证了热应力与

热变形在不同温度区域的效应； 

(3) 热环境温度、材料属性及几何构型的微小

改变，均会导致结构刚度阵的特征值发生顺序变

化，探讨了模态交换的机制； 

(4) 热环境、激励作用下板响应的整体特征变

化较小，热屈曲前频响曲线向低频漂移，响应峰值

受阻尼比的影响而发生变化；反之，热屈曲后频响

曲线向高频漂移。 
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