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考虑土体质量的 Winkler 地基梁非线性 
自由振动分析 

 
马建军，聂梦强，高笑娟，秦紫果 

(河南科技大学土木工程学院，洛阳 471023) 

 

摘  要：基于 Winkler 地基模型、Euler 梁理论和弹性地基的运动方程，建立了考虑土体质量影响的 Winkler 地基

上有限长梁的非线性动力学模型。利用特征值分析和多尺度方法，分别求得梁的线性和非线性固有频率及模态构

型。进而通过数值分析，研究了土体质量对 Winkler 地基上有限长梁线性和非线性自由振动的影响。研究结果表

明：若将土体质量对梁动力响应的影响引入 Winkler 地基上有限长梁的动力学模型，梁的固有频率降低；土体质

量对梁的高阶非线性模态构型影响显著。 
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NONLINEAR FREE VIBRATION OF A BEAM ON WINKLER 

FOUNDATION WITH A CONSIDERATION OF SOIL MASS EFFECT 
 

MA Jian-jun , NIE Meng-qiang , GAO Xiao-juan , QIN Zi-guo 

(School of Civil Engineering, Henan University of Science and Technology, Luoyang 471023, China) 

 

Abstract:  Based on the Winkler model, Euler beam theory, and the motion equation of elastic foundation, the 

nonlinear dynamics model of a finite-length beam on Winkler foundation with a consideration of the effect of soil 

mass is obtained. Applying the eigenvalue analysis and the method of multiple scales, the linear and nonlinear 

natural frequencies and mode shapes of the beam are obtained. By means of the numerical calculation, the effect 

of soil mass on the linear and nonlinear free vibrations of the finite-length beam on Winkler foundation are 

explored. The numerical results show that: the natural frequencies of beam decrease, when the effect of soil mass 

on the dynamic response of the beam is included in the nonlinear dynamic model of the finite-length beam on 

Winkler foundation. Moreover, it is significant for the effect of soil mass on the high-order nonlinear mode shapes 

of the beam. 
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弹性地基梁理论在工程中土-结构相互作用问

题的静力和动力响应分析中应用广泛。为促进理论

研究及满足工程需求，国内外学者对弹性地基梁的

建模方法和计算理论进行了大量研究，取得了丰硕

的成果[1－4]。已有研究表明，在土-结构相互作用系

统的理论和数值分析中，土介质的力学特性可用多

种地基模型进行模拟。与其它地基模型相比，

Winkler 地基模型将土场模拟为一系列独立的线性
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弹簧[5－6]，其概念最简洁，在工程实践中的应用也

最广泛[7－9]。  

目前，关于 Winkler 地基上梁的线性和非线性

动力响应研究成果已很多[10－12]，但这些研究均基于

传统的 Winkler 模型，而忽略了土体质量对土-结构

相互作用系统动力学特性的影响。然而从理论层面

讲，由于土-结构相互作用的影响，在动力响应过程

中将有一部分土体与其支承结构共同运动。显然，

土体质量的影响将改变土-结构相互作用系统的动

力学特性[13－15]。同时还应注意，土-结构相互作用

效应对弹性地基梁非线性动力响应的影响也常被

忽略[16－18]。因此，为精确揭示 Winkler 地基上梁的

非线性动力特性，有必要在同时考虑土体质量的影

响和土-结构相互作用效应的条件下开展弹性地基

梁的非线性动力学研究。 

该文基于 Winkler 地基梁的非线性动力学模型

和弹性地基的运动方程，建立了考虑土体质量影响

的 Winkler 地基上有限长梁的非线性动力学模型。

利用特征值分析和多尺度方法分别求解弹性地基

梁的线性和非线性自由振动方程，得到其线性和非

线性固有频率及模态构型，进而通过数值计算分析

了土体质量对 Winkler 地基上有限长梁非线性自由

振动的影响。 

1  动力学模型 

本文以弹性地基上有限长梁为研究对象。如图

1 所示，H 为地基深度，L、b、h分别为梁的长、宽、

高；以未变形的梁端为坐标原点 O，其中轴线为 x
轴建立平面直角坐标系O xy- ； ( , )= cosp x t P t 为

简谐横向激励，P 和分别为外激励幅值和频率；

( , )u x t 和 ( , )v x t 分别为梁沿 x 和 y 方向的位移，

( , , )w x y t 为梁下土场沿 y 方向的位移。 

s s( , )E 

 

图 1  弹性地基上有限长梁模型 

Fig.1  Finite length beam on elastic foundation 

根据弹性地基梁类结构的变形特征，本文仅考

虑梁的横向位移 ( , )v x t 。基于 Winkler 地基模型和 

Euler 梁理论，可得 Winkler 地基上有限长梁的非线

性运动方程[17]： 

( , ) ( , ) [ ( , )]
2

h
mv cv EIv p x t q x t v q x t        

   3
2 2 ( , )
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h p x t v
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 
        

 (1) 

其中：c 为梁的粘滞阻尼系数； ( , )q x t 为地基反力；

m A 为单位长度梁的质量；ρ和 A 分别为梁的密

度和横截面积；E 和 I 分别为梁的弹性模量和惯性

矩； ( )和 ( )分别为对变量 t 和 x 求偏导。 

设有限深度地基为线弹性各向同性体，则其运

动方程为[15]：
 

 
2.

s s r f 2

w
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其中： s 为土体密度； sc 为土体的粘滞阻尼系数；

fk 为 Winkler 地基刚度系数； rw 为梁与地基的相对

位移。由式(2)可得地基反力为： 
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为便于分析，引入下列归一化参数： 
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将式(4)代入式(1)，可得弹性地基梁的归一化运

动方程： 

cos ( , ) [ ( , )]
2

h
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其中，为便于表述，已忽略归一化参数的上标。同

样，可得弹性地基的归一化运动方程： 
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s r f 2
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w c w K H

m y

 
 


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梁与地基的变形应满足连续性条件，即

( , , )w x y t 满足 ( ,0, )= ( , )w x t v x t ； ( , , )=0w x H t 。则需

引入衰减函数 ( ) y ，令 ( , , )= ( , ) ( )w x y t v x t y ，

r ( ,0, )= ( , )[1 ( )]w x t v x t y ，衰减函数为[19]： 
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sinh 1
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其中，  为衰减系数，可取 =0.01 。边界条件为：

(0) 1  ； ( ) 0H  。将式 (7)代入式 (6)，并在

(0, )y H 内积分可得： 
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将式(8)代入式(5)，可得： 

s
s0 0

s
f 0

s f0

1  d [ (1 ) d ]

cos ( )  d
2

( ) (1 )d ( )
2 2

H H

H

H

v v y v c c y
m

h
K v P t v v y

m
h h

c v v y K vv


 






        
 

    

     

 





 





    

3

[ ( ) ] cos
2 2

h Pv
v v v Pv t

 
        

 
        (9) 

此时，式(9)中包含了土体质量、深度和阻尼系

数等，利用该式可开展土体质量等参数对 Winkler

地基上梁动力学特性的影响研究。 

2  线性及非线性自由振动 

2.1  线性自由振动 

为进行线性自由振动分析，忽略式(9)中的非线

性项、阻尼项和外激励项，可得： 

 f 0v v K v     (10) 

其中，
0

1 d
H

y     ， s

m


  为地基与梁的质

量比。梁运动方程的解设为 i( , ) ( )e tv x t x  ， ( )x

为模态构型函数，为固有频率， i 1  。将该

形式解代入式(10)，可得梁的振动方程。运用特征

值方程[16]，可得模态函数解： 
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其中， 24
fK   ； iC ， 1, 2, 3, 4i  为常数。

以固支-自由梁为例，可得超越方程： 
1 cosh cos 0              (12) 

利用式(12)，可求得梁的第 i 阶固有频率 i 。

相应地，可得梁的第 i 阶模态构型函数 ( )i x ： 
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其中：C 为待定系数；
cosh cos

sinh sin
i i

i
i i

 


 





。 

2.2  非线性自由振动 

利用多尺度方法[20]，梁的位移可表示为： 
3

0 2
1

( , ; ) ( , , )i
i

i

v x t v x T T 


         (14) 

其中，  是小参数， i
iT t ， 0, 2i  ， / t  

2
0 2D D ， /i iD T   。为研究非线性自由振

动，忽略式(9)中的阻尼项和外激励项，可得： 
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算子； 3
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
      为立方非线性算子。将式

(14)代入式(15)，可得 阶、 2 阶、 3 阶系数分别为： 
2
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对于非线性自由振动而言，式(16)的解为： 
0i

1 0 2 2( , , ) ( )e ( ) ccnT
n nv x T T A T x        (19) 

其中： nA 为幅值；cc表示复共轭项。将式(19)代入

式(17)，可得： 
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其中： nA 为 nA 的共轭； 1 ( )n x 和 2 ( )n x 为二阶构

型函数，满足边值方程： 
2
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将式(19)和式(20)代入式(18)，可得可解性条  

件为： 
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设 2i ( )
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1
( )e

2
n T

n nA a T  ，其中 na 和 n 均为实函

数，将其代入式(22)，分离实部和虚部可得： 
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求解式(24)，可得： 

na 常数；
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其中， 0n 为常数。进而可得梁位移的二阶近似解： 
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其中，
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  为非线性频率。相应地，速

度的近似表达式为： 
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其中， 0Nn nt    。利用文献[21]的方法，可得

梁的非线性模态： 
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1
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2Nn n n nx x x x         (28) 

其中，
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3  数值计算 

为进行数值分析，弹性地基和梁的物理参数取

值如表 1 所示。参考文献[16]，地基参数为：
2

f 0 0/ [2 (1 )]k E b A   ，其中 2
0 s s/ (1 )E E   ，

0 s s/ (1 )    ， 2 1/3
1 0 0=[2 (1 ) / ]A D E b ， 3= /D Ebh  

212(1 ) 。利用表 1 中物理参数，计算可得

3.802  。 

图2给出了Winkle地基上有限长梁的前三阶固

有频率随参数  的变化情况，其中土体密度取值在

合理范围内，即  为 [0, 6]。若 =0 ，则不考虑土

体质量影响；若 =6 ，则 3 3
s =2.683 10 kg / m  。

由图 2 可知，梁的固有频率随  增大而减小。图 2

中表示由  增加引起的固有频率减小值，由变

化可知，参数  对固有频率的影响效应随其增大而

降低。当 =3.802 时，梁的固有频率显著小于 =0

时的频率值。因此，为精确模拟 Winkler 地基上有

限长梁的动力学特性，必须将土体质量的影响引入

到梁的动力学模型中。由固有频率随  的变化情况

可知，土体质量对高阶频率的影响更显著。 

表 1  弹性地基和梁的物理参数值 

Table 1  Physical parameters of elastic foundation and beam 

符号 物理意义 数值 单位 

L 梁的长度 6.096 m 

h 梁的宽度 0.305 m 

b 梁的高度 0.610 m 

ρ 梁的体密度 2.403×103 kg/m3 

E 梁的弹性模量 2.482×104 MPa 

ν 梁的泊松比 0.25 — 

c 梁的粘滞阻尼系数 100 kN·s/m

H 弹性地基深度 10.00 m 

Еs 弹性地基的弹性模量 23.94 MPa 

 s 弹性地基的泊松比 0.20 — 

cs 弹性地基的粘滞阻尼系数 100 kN·s/m

 

图 2  参数  对 Winkler 地基上有限长梁固有频率的影响 

Fig.2  Effect of   on natural frequencies of the finite length 

beam on Winkler foundation 

图 3 以 1 1/N  为横坐标，响应幅值 1a 为纵坐

标，在  分别为 0.0、0.5、1.0、4.0、6.0 时，给出

了 Winkler 地基上有限长梁的第一阶模态骨架曲

线。由图 3 可知，参数  对非线性固有频率影响较

小。随土体质量增大，梁一阶模态骨架曲线的刚度

软化特性减弱。但当 =4.0 和 =6.0 时，梁一阶模

态骨架曲线间的差异很小，其表明在建模分析时仅

需考虑一定深度土体质量的影响即可。 
图 4 给出了 3.802= 时 Winkler 地基上有限长

梁的前三阶线性和非线性模态构型，其中实线和虚

线分别表示梁的线性和非线性模态。由图 4 可知，

随模态的阶数增加，梁的线性和非线性模态间差异

增大。由式(28)可知，参数对梁的非线性模态有

直接影响。表 2 给出了值随参数  的变化情况，

当 0.00= ， = 1.000 。随参数  增大，的值

迅速减小。当 3.802 = ，参数的绝对值随模态的

阶数增加而迅速增大，此时参数  对梁的非线性模
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态的影响非常显著。 

 
图 3  参数  对 Winkler 地基上有限长梁一阶模态 

骨架曲线的影响 
Fig.3  Effect of   on backbone curves of the first mode of 

the finite length beam on Winkler foundation 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c)  

图 4  参数 3.802= 时 Winkler 地基上有限长梁的线性和 

非线性模态构型 

Fig.4  Linear and nonlinear mode shapes of the finite length 
beam on Winkler foundation when 3.802=   

表 2  参数  对  值的影响 

Table 2  Effect of  on the values of   

Λ = 0.000β  = 0.500β =1.000β  = 2.000β = 3.802β  = 5.000β

1ω 1.000 0.696 0.529 0.351 0.209 0.160 

2ω 1.000 0.197 -0.244 -0.715 -1.089 -1.219 

3ω 1.000 -3.303 -5.670 -8.194 -10.202 -10.896 

4ω 1.000 -14.699 -23.332 -32.542 -39.867 -42.398 

4  结论 

本文建立了考虑土体质量影响的 Winkler 地基

上有限长梁的非线性动力学模型，利用特征值分析

和多尺度方法分别求得梁的线性和非线性固有频

率和模态构型，进而通过数值计算研究了土体质量

对梁非线性动力学特性的影响。参数分析结果表

明：随着参与振动的土体质量增大，Winkler 地基

上有限长梁的固有频率减小；在动力响应过程中，

仅有限深度土体质量对梁的非线性动力学特性有

影响；土体质量对梁的高阶非线性模态影响显著。 
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