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复杂三维曲梁结构的无闭锁等几何分析算法研究 
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(大连理工大学运载工程与力学学部汽车工程学院，工业装备结构分析国家重点实验室，辽宁，大连 116024) 

 

摘  要：梁结构在工程中应用广泛，梁结构的仿真分析是计算力学的一个重要研究内容。该文研究了复杂三维曲

梁结构的等几何分析方法，首次应用拟协调有限元中的多套函数技术，使用降阶基函数逼近梁内应变项，解决复

杂三维曲梁结构仿真中的闭锁问题。利用全局坐标系列式方法，避免了单元刚度阵组装时的复杂坐标变换过程，

提高计算效率。使用多片 NURBS(非均匀有理 B 样条)数据表示复杂三维梁结构，可精确描述曲梁结构的几何形

状，与有限元方法等仿真技术相比避免了网格生成过程，减少了几何误差。数值结果表明该文算法可有效解决闭

锁问题，适于复杂三维曲梁结构的仿真分析。 
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LOCKING-FREE ISOGEOMETRIC ANALYSIS OF COMPLEX 
THREE-DIMENSIONAL BEAM STRUCTURES 

 

XIA Yang , LIAO Ke 

(State Key Laboratory of Structural Analysis for Industrial Equipment, School of Automotive Engineering,  

Dalian University of Technology, Dalian 116024, China) 

 

Abstract:  The beam structure is widely used in engineering. The numerical simulation of beam structures is an 

important topic in computational mechanics. In this paper, the locking-free isogeometric analysis of complex 

three-dimensional beam structures is investigated. The technique of multiple sets of approximation functions 

originated from quasi-conforming finite element method is first applied to the isogeometric analysis of 

three-dimensional beam structures to solve the locking problem. Order-reduced approximation functions are 

applied to simulate the strains of beams. Global formulation of beam strains is applied, and the stiffness matrices 

of beam elements and patches can be combined without transformation between local and global coordinate 

systems. The beam structure is described by multi-patch non-uniform rational B-spline functions. The geometry is 

exactly described, and the geometrical error introduced by finite element mesh can be avoided. The numerical 

experiments prove that the proposed algorithm can effectively avoid the locking problem in Timoshenko beam 

formulation, and is suitable for the analysis of complex three-dimensional beam structures. 

Key words:  isogeometric analysis; three-dimensional beam; locking free; multiple sets of approximation 

functions; quasi-conforming finite element method 

 

梁结构在工程中应用广泛，在机械、土木行业

的大规模承载结构和电子元件等微结构设计中发

挥着重要作用。梁结构采用有限元方法进行仿真分

析时，需要将几何模型剖分为网格模型，对曲梁结
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构采用以直代曲的方式生成有限元模型。这个过程

中引入了几何误差，降低了计算精度。Hughes 等[1－3]

提出了等几何分析方法，采用几何模型直接进行仿

真分析，避免了引入几何误差，提高计算精度，融

合计算机辅助设计和仿真分析。等几何分析方法可

以准确地描述曲梁结构的几何特征，将曲梁结构的

曲率、挠率等几何本征特性融入列式。Zhang 等[4]

用等几何分析处理了三维空间曲梁的静力学问题。

Luu 和 Cottrell 等 [5 － 6]采用等几何分析，基于

Timoshenko 梁理论分析了自由曲面梁结构的动力

学特性。Cazzani 等[7]利用基于梁模型的等几何分析

方法，研究建筑中拱形结构的受力状态和设计方

法。这些研究表明了等几何分析在处理空间曲梁结

构时具有优势。 

闭锁问题[8]是梁结构有限元仿真分析中的一个

经典问题。等几何梁结构分析中也存在闭锁问题。

Bouclier 等[9]利用 B-bar 方法处理了厚梁的闭锁问

题。Beirao 和 Marino 等[10－11]结合配点列式方法处

理梁结构等几何分析的闭锁问题。Greco 等[12]利用

混合列式方法处理了平面 Kirchhoff 梁中的膜闭锁

问题。Adam 等[13]改进了等几何分析中的积分策略，

给出了缓解闭锁问题的积分方法。 

本文研究了三维曲梁结构的无闭锁等几何分

析列式方法。将拟协调有限元中的多套函数列式技

术[14―16]推广到等几何分析列式中，对三维梁等几何

单元的剪切和膜应变项采用低阶函数逼近(Order- 

reduction, OR)，有效克服闭锁问题。与 B-bar 等方

法相比，本文列式简便有效，充分考虑的曲梁结构

的曲率、挠率等所有几何特性，并采用全局列式方

法，适于处理复杂框架组合梁结构。算例结果表明

本文列式可有效解决闭锁问题，在处理复杂框架梁

结构时具有较好的精度。 

1  NURBS 简介 

非均匀有理B 样条(non-uniform rational B-splines，

NURBS)是 CAD 模型中描述几何采用的数学表达

方式。等几何分析采用 NURBS 作为单元中几何和

物理场的逼近基函数，可以直接利用 CAD 几何数

据进行仿真分析，实现 CAD 设计和 CAE 仿真模拟

数据格式的统一。本节对 NURBS 进行简要介绍，

更详细的内容请参考专著[17―18]。 

一条 P 次曲线可采用 NURBS 表示为： 
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其中： 
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式中： iP为第 i 个控制点； , ( )i pR u 表示第 i 个 P 次

NURBS 基函数； , ( )i pN u 表示第 i 个 P 次 B 样条基

函数； iw 为第 i 个控制点对应的权值。对于给定节

点向量： 1 2 3 1 1{ , , , , , , , }i i iu u u u u u     ， P 阶 B

样条基函数定义为： 
当 0p  时： 
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当 1p≥ 时，递推形式如下： 
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2  三维曲梁理论 

2.1  坐标系 

三维曲梁列式需要利用全局坐标系和基于

Frenet 标架定义的局部坐标系。全局坐标系如图 1
中的(x,y,z)坐标系所示。Frenet 标架 ( , , )t n b 定义局

部坐标系为： 

 

图 1  Frenet 坐标系(t,n,b)和全局坐标系(x,y,z) 

Fig.1  Frenet coordinate system (t,n,b) and global coordinate 

system (x,y,z)  
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式中： ( )t 表示单位切向量； ( )n 表示单位主法线

向量； ( )b 表示单位副法线向量； ( )c  为曲线的参

数表示； 为参数坐标； ( )c  表示对参数坐标求导。

由微分几何理论，曲线的 Frenet-Serret 方程为： 
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式中：
3

( ) ( ( ) ( ) )/( ( ) )κ ξ c ξ c ξ c ξ    表示曲线的     

曲率； 2( ) [ ( ) ( ) ( )] / [( ( ) ( )) ]τ ξ c ξ ,c ξ ,c ξ c ξ c ξ      表示 

挠率。 

任意向量如果用 Frenet 标架表示为： 

t n bv v v  v t n b  

该向量对弧长微分可表示为如下形式，其中 s

表示弧长： 
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2.2  本构方程 

列式中采用的本构方程如式(7)所示： 
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式中： tF 、 nF 、 bF 表示 Frenet 标架下等几何单元

端部的轴向力； tM 、 nM 、 bM 表示 Frenet 标架下

等几何单元端部的扭转力矩；E 表示弹性模量；G

表示剪切模量；A 表示梁的截面积； k 表示剪切校

正因子； tI 、 nI 、 bI 表示 Frenet 标架下梁横截面上

的惯性矩。假设梁截面存在两个对称轴，则弹性矩

阵为式(7)所示的对角阵形式。 

2.3  Frenet 坐标系下应变方程 

按照 Timoshenko 梁理论[19―20]，在局部坐标系

下应变-位移方程为： 
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其中： tξ 是切向应变； nγ 、 bγ 是 tn 、 tb 平面内的

剪切应变； nχ 、 bχ 表示 tb、 tn平面内的曲率； tη

表示 nb 横截面上的转角。 

2.4  全局坐标系下的应变方程 

在式(8)中，应变由局部坐标系下的位移分量表

示。在单元刚度阵组装到整体刚度阵时，需要进行

局部和全局坐标系位移分量的转换，增大计算量。

本节我们将局部坐标系下的应变方程推广到全局

坐标系下。应用该全局坐标系下几何方程列式，可

以对单元刚度阵直接进行组装，减少计算量。局部

坐标系下位移和转角变量表示为： 

 T
t n b[ ]u ,u ,uu   ， T

t n b[ ]θ ,θ ,θθ   

式中，[ ]表示局部坐标系下的物理量。通过旋转矩

阵将其转换成全局坐标系下的位移和转角变量： 
T[ , , ]x y zu u uu  ， T[ ]x y zθ ,θ ,θθ  

转换公式如下所示： 

 iu R u   ，   iθ R θ                (9) 
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将式(9)和式(10)代入式(8)，并利用式(6)，得到

全局坐标系下应变方程为： 
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其中： xu 、 yu 、 zu 、 x 、 y 、 z 分别表示三维

曲梁六个自由度的节点位移，可以采用 NURBS 基

函数进行插值表示为： 
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式中： i
xu 、 i

yu 、 i
zu 、 i

x 、 i
y 、 i

z 是第 i 个控

制点对应的位移和转角在全局坐标系下分量；

p ( )i,R ξ 是 NURBS 基函数。 

2.5  刚度阵组装方法 

如图 2 所示典型多片梁结构。现有等几何分析

算法，如参考文献[21]所描述算法首先计算 Frenet 局

部坐标系下的单片刚度阵列式，总刚度矩阵的组装

过程需要对单片刚度阵进行转换，组装过程如下。 

假设以第一片梁的局部坐标系为整体坐标系。

对于第一片梁的单元刚度阵，可以直接组装到总刚

度矩阵： 

 1 1
eK K  (13) 

第二片梁的单元刚度矩阵，需要变换到第一片

梁所在的局部坐标下,即整体坐标系下，然后再组装

到总刚度矩阵： 

 T
2 21 2 21

eK T K T  (14) 

第三片梁的单元刚度矩阵的处理方法和第二

片量类似，需要先变换到第一片梁所在的局部坐标

下，最后组装到总刚度矩阵： 

 T
3 31 3 31

eK T K T  (15) 

特别地，对于复杂的多片梁结构，总刚度矩阵

的组装需要大量的坐标变换的计算。 

 T
,1 ,1

e
i i iK T K T  (16) 

式中： ,1iT 表示第 i 片梁的单元刚度矩阵变换到第 1

片梁所在的局部坐标下的方向变换矩阵。本文采用

2.4 节式(11)所示的全局坐标列式，可直接进行单片

刚度矩阵的组装。如图 2 所示多片梁结构,按照本文

算法总刚度矩阵的组装过程如下： 

 e
iK K  (17) 

 

图 2  典型多片梁结构 

Fig.2  Multi-patch beam structure 

式中： e
iK 表示第 i 片梁在全局坐标系下的单元刚度

矩阵。所以，相比传统等几何分析算法下总刚度矩

阵的组装方式，本文算法在全局坐标下直接计算各

个片的刚度阵，总刚度矩阵的组装不需要频繁的进

行坐标变换，大大提升了复杂多片梁结构的计算 

效率。 

3  多套函数逼近的无剪切闭锁算法 

3.1  多套函数列式理论 
取参数域 1[ ]i iξ ,ξ  1( )i iξ ξ  上的等几何单元为

例，设 hψ 表示经典的等几何分析列式中采用的应

变逼近式，带有上标“”的 hψ 表示本文的多套函

数列式理论采用的应变逼近式，右上角“h”表示

其为离散形式。经典等几何分析中应变的逼近式由

位移逼近式直接求导得到。在多套函数列式中，采

用独立于位移逼近式的 B 样条基函数进行逼近： 
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式中： iδ 表示逼近式的广义自由度； ,i pR 是多套函

数列式中采用的 B 样条基函数。该基函数相对位移

逼近式使用的 B 样条基函数阶次较低，在 3.3 节将

讨论该基函数的阶次选择策略。 

采用最小二乘法，使 hψ 逼近 hψ ， 
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将式(18)代入式(19)得： 
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用 1 2( , , , )nQ    表示逼近残差的平方和： 
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其取最小值时，对每个 i 的微分为零： 
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1,2, ,k n  。                   (22) 

整理得到： 

1 1h
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j j
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k i i kξ ξ
i
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  
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  (23) 

为保证所求 i 有解，需要插值基函数 R 满足线
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性无关。本文选取 B 样条基函数作为插值基函数，

可以自然满足上述条件。 

由加权积分方法也可以得到式(23)。将 B 样条

基函数 ( )kR  作为权函数 kw ，代入式(18)则得到： 

 
1 1h hd d( ) ( )

i i

i i
k kw w

 

 
        (24) 

通过式(23)可以解出广义自由度 i 。将求得的

i 代回式(18)即可得到应变矩阵： 
T

t n b t n b 6 1

T
6 6( 1) 6( 1) 1

[ ]

[ ]i i i i i i
p x y z x y z p

ξ γ γ η χ χ

u u u   


   



B
(25) 

即可求出单元刚度阵： 

 
1 T d

i

i

e B DBJ





 K  (26) 

3.2  三维曲梁应变项处理策略 
 对于平面曲梁，我们对膜应变项 t 和剪切应

变项 n 分别进行如 3.1 节所述处理，很好地抑制了

平面曲梁中的闭锁问题[19]。本节探讨三维曲梁列式时

的应变项处理策略。图 3 所示为曲梁模型，弹性模量

为 200 GPa，泊松比 0.3，旋转半径 5R   m，梁横截

面半径 0.005r   m，受集中载荷 50 NF   ，节点向

量 0 0 0 1 1 1，，，，， 对应的权重 T
1 0.707106781 1  

NURBS 模型控制顶点的坐标为  T
0 0 0 ，

 T
0 5 0 和 T

5 5 0 。 

 

图 3  曲梁模型图 

Fig.3  Curved beam 

应变项处理策略分为以下情况，情况 1：处理

t 、 n 、 b 、 b 四项；情况 2：处理 t 、 n 、 b
三项；情况 3：处理 n 、 b 两项。以上三种情况分

别表示为情况 1、情况 2、情况 3。采用这三种策略，

计算图 3 模型在集中载荷作用下的 B 端位移。采用

两个高斯积分点进行计算。这三种应变项处理策略

对应结果与等几何分析的对比见图 4。图中纵坐标

表示仿真计算解与解析解的相对误差，横坐标表示

NURBS 单元的个数。 

由以上测试如图 4 所示，对于三维曲梁应变项

的处理策略，推荐使用情况 2 对应的处理 t 、 n 、

b 三项应变项。该方案具有较快的收敛率和较高的

计算精度，同时也具有相对较低的计算成本。 

 

(a) 

 

(b) 

图 4  三种不同应变项处理策略的结果 

Fig.4  Results of three different strain term treatment 

strategies 

3.3  三维曲梁列式降阶策略 

下文举例来说明三维曲梁列式中的降阶策略。

首先考虑节点向量的选择方式。对于阶次 3p  的

基函数，选用如下节点向量： 

  0 0 0 0 0.5 0.5 1 1 1 1，，，， ， ，，，，  (27) 

对基函数进行一次降阶， 2p  ，那么节点向

量可以为： 

  0, 0, 0, 0.5 0.5,1,1,1，  (28) 

或者： 

  0, 0, 0, 0.5,1,1,1  (29) 

对应节点向量式(28)、式(29)的基函数在节点

0.5 处的连续性不相同。但我们的计算表明，采用

这两种节点向量得到的结果是一样的。如需详细了

解重控制点问题的研究可参考文献[22]。因此，为

减少计算量，采用的策略是选用式(29)的节点向量

进行降阶处理。 

基函数降阶策略如图 5 所示。本文测试了以下

三种形式。 

情况 1：两端单元阶次为 P=1，中间单元阶次

P=0；情况 2：两端前两个单元阶次为 P=1，中间单

元阶次 P=0；情况 3：所有单元阶次为 P=1。 
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图 5  基函数降阶策略 

Fig.5  Reduction strategy of base function 

为了保证降阶后基函数具有足够阶次，算法具

有足够的稳定性，对于边界单元，进行降阶处理应

保证阶次至少为 1，即 1p≥ ，内部单元 0p≥ 。 

这三种策略对 3.2 所述算例的计算结果见图 6。 
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(b) 

图 6  三种不同降阶策略的结果 

Fig.6  Results of three different order reduction strategies 

计算中采用 2 个高斯积分点的积分策略。基函

数阶次为 2，图 6(b)中采用 8 个等几何单元。由图 6

所示结果，对于三维曲梁建议采用情况 1 对应的两

端单元为 1P  ，中间单元 0P  的降阶策略。例如，

对于 2p  的 B 样条基函数有以下节点向量： 

  0, 0, 0, 0.5 0.6,1,1,1，   

在该片内，第一个单元 (0-0.5) 对应节点向量： 

  0, 0, 0, 0.5 0.6,1，   

第二个单元 (0.5-0.6)对应节点向量： 

  0, 0, 0.5 0.6,1 1， ，   

第三个单元(06-1)对应节点向量： 

  0, 0.5 0.6,1 1 1， ，，   

对于第一个单元降阶以后， 1p  ，节点向量为：

 0, 0, 0.5 0.6，  

对于第二个单元降阶以后， 0p  ，节点向量为： 

  0.5 0.6，   

对于第三个单元降阶以后， 1p  ，节点向量为： 

  0.5 0.6,1 1， ，   

4  数值算例 

本文约定所有算例均为三维模型，梁的横截面

均为圆形，NURBS 样条基函数的阶次都为 2P  。 

4.1  多片曲梁 

如图 7 所示为一个由两片 NURBS 模型描述的

三维曲梁，采用 2 个高斯积分点积分策略，共 4 个

单元；弹性模量 200 GPa，泊松比 0.3，长度

10 mL  ，高度 10H  m，截面圆形半径 r 是变化

量。添加集中载荷 Fy=50 N。则应用本文提出的

OR 方法与等几何方法对比结果分析如图 8 所示。

图中的纵坐标表示计算解与参考解的相对误差。 

 

图 7  两片三维曲梁 

Fig.7  Two-patch 3-D curved beam 

由图 8，采用 4 个等几何单元，当长细比变大

时，等几何分析结果出现严重的闭锁现象。本文方

法可有效地抑制多片三维曲梁的闭锁现象，始终得

到高精度解。 
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(b) 

图 8  不同长细比下多片曲梁的处理结果 

Fig.8  Treatment results of multi-patch curved beam 

4.2  半圆形曲梁 

图 9 所示为一个两端固定的半圆形曲梁，采用

3 个高斯积分点积分策略，共 16 个单元；弹性模量

200 GPa，泊松比 0.3，旋转半径 3R   m。截面半径

r 为变化量，受集中载荷 500zF    N。参考数值解，

等几何数值解和本文提出的降阶方法得到的计算

结果见表1。两种方法的对比结果分析如图10所示。 

 

图 9  半圆形曲梁 

Fig.9  Semicircle curved beam 

图 10 横坐标表示直梁长度和半径的比值，即

长细比。由图 10，等几何分析结果出现严重的闭锁

现象。本文方法可有效地抑制三维半圆形曲梁的闭

锁现象，始终得到高精度解。 

 

(a) 

 
(b) 

图 10  半圆形曲梁的处理结果 

Fig.10  Treatment results of semicircle curved beams 

表 1  参考解与数值分析结果 

Table 1  Reference solutions and numerical results 

长细比 R/r 参考解 u/z IGA OR 

3000 22 188 3 032.02 22 188 

2000 4 382.82 1 146.58 4 382.81 

1500 1 386.75 534.845 1 386.75 

1000 273.926 160.031 273.926 

800 112.2 76.9992 112.2 

600 35.5011 28.2077 35.501 

500 17.1205 14.5063 17.1205 

400 7.01261 6.28456 7.0126 

300 2.21886 2.08245 2.21885 

250 1.07006 1.02338 1.07006 

200 0.438306 0.425836 0.438306 

150 0.138689 0.138686 0.138689 

100 0.0273987 0.0273986 0.0273989 

90 0.0179773 0.0179773 0.0179774 

80 0.0112239 0.011224 0.011224 

70 0.00657997 0.00658005 0.00658008 

60 0.00355227 0.00355234 0.00355235 

50 0.00171356 0.00171361 0.00171362 

40 0.000702224 0.00070226 0.000702261 

30 0.000222428 0.000222448 0.000222449 

20 4.40716×10−5 4.40808×10−5 4.40809×10−5 

10 2.80012×10−6 2.80245×10−6 2.80245×10−6 

4.3  螺旋曲梁 

如图 11 所示为一端固定的螺旋型三维曲梁，

NURBS 基函数阶次 3P  ，采用三个高斯积分点积

分策略，共 24 个单元；弹性模量 200 GPa，泊松 

 

图 11  螺旋曲梁 

Fig.11  Helix curved beam 
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比 0.3，旋转半径 R=3 m，高度 H=2 m，截面半径 r

为变化量，受集中载荷 F= 1000 N。则应用 OR 方

法与等几何方法对比结果分析如图 12 所示。 
误
差
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(b) 

图 12  螺旋曲梁的处理结果 

Fig.12  Treatment results of helix curved beams 

由图 12，当长细比变大时，等几何分析结果出

现较大的误差。本文方法可有效地抑制三维螺旋梁

的闭锁现象，始终得到高精度解。 

4.4  多片梁结构-车身 

如图 13 所示为一多片 NURBS 车身模型，梁结

构材料参数为：弹性模量 200 GPa，泊松比 0.3，车

身长 4200L   mm，车身高 1500H   mm，车身宽

1800B   mm，梁截面半径 20r   mm，模拟车身

弯曲刚度试验，受集中载荷 Fy = 5000 N。计算图

13 模型在集中载荷作用下前侧作用点的位移。参考

计算解为 7.68286×105 m，由采用极密网格的有限

元方法计算得到。则应用 OR 方法与等几何方法对

比结果分析如图 14 所示。 

  

图 13  车身 

Fig.13  Car body 
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(a) 

 

(b) 

图 14  车身的处理结果 

Fig.14  Treatment results of car body 

由图 14，当单元个数较少的时候等几何分析结

果出现严重的闭锁现象。本文方法可有效地抑制多

片梁结构的闭锁现象，计算精度得到有效的提高。 

5  结论 

本文首次采用拟协调有限元中的多套函数技

术，使用降阶逼近应变策略，运用于复杂三维曲梁

结构仿真中。本文采用全局坐标系下的应变-几何方

程，避免了全局-局部坐标系间的频繁变换，能有效

地提升计算效率。本文对多套函数技术处理三维复

杂梁结构的应变项处理方法、降阶策略进行了探讨，

给出了最优化策略，使三维曲梁等几何算法的计算

精度大大提高。实例证明，本方法能有效的克服复

杂三维梁结构的闭锁问题。本方法算法理论清晰简

洁，易于编程实现，可以推广到板壳结构的等几何

分析中，用于构造高性能的等几何板壳分析算法。 
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