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摘  要：以等截面 Euler 梁的自由振动模态为 Ritz 基函数，提出了一种求解变高度箱梁剪力滞微分方程组的 Ritz

法。该方法首先进行与箱梁相同跨度相同边界条件等截面欧拉梁模态分析，然后将箱梁的竖向挠度和剪切转角用

模态及其导数的线性组合来表达，从而将变分法所得箱梁剪力滞微分方程组转化为线性代数方程组进行求解。在

此基础上，研究了参与计算模态阶数和截面高度变化率对计算误差的影响，算例分析结果表明：箱梁高度变化越

大，Ritz 法的收敛速度越慢；但随着参与计算模态阶数的增加，Ritz 法将收敛到解析解。采用 12 阶以上模态进行

计算，所得的剪力滞系数误差小于 5%。 
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SEMI-ANALYTIC SOLUTION FOR SHEAR LAG EFFECT OF 
CANTILEVER BOX GIRDERS WITH VARYING DEPTH 
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Abstract:  By using the free vibration mode of an Euler beam as Ritz base function, a new Ritz method is 

proposed to solve the set of shear lag differential equations of a varying depth box girder. Firstly, the modal 

analysis of a uniform cross-sectional Euler beam which is the same length and boundary condition with the box 

girder is carried out. The vertical deflection and the shear rotation of the box girder are expressed by the linear 

combination of the model and its derivative. And then the set of shear-lag differential equations of the box girder 

obtained by the calculus of variations are transformed into a set of linear algebraic equations. Then, the influences 

of the number of modes and variation ratio of section height on the errors are investigated. The numerical 

examples show that: the more significant the height of the box girder varies, the slower the Ritz method 

converges; but the results by Ritz method would converge to the analytic solution with the increasing of the 

number of modes. The errors of shear lag coefficients are less than 5%, when more than 12 of modes are included. 
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箱型截面具有抗弯和抗扭刚度大的特点而成

为梁桥中应用最广泛的一种截面。当腹板间距较大

时，受剪应力的影响使翼缘板的正应力分布明显不

均匀而存在剪力滞效应[1―3]。在剪力滞效应的各种

分析方法中，利用有限元中的实体单元或壳单元可

进行任何形式桥梁的力学分析[4]，但存在计算工作

量大的特点。基于变分法的最小势能原理分析方

法，既满足工程上的精度要求，又计算简便而成为

最常用的分析方法[5―6]。对于等截面箱梁，剪力滞

效应的微分方程是一个常微分方程，可以得到解析

解。但实际的桥梁工程常由于力学和美学等的要

求，而将桥梁设计为变高度形式。对于变高度箱梁

的剪力滞效应问题是一个变系数微分方程组，难以

得到解析解而常采用数值解。 

张士铎和丁芸[7]采用中心差分法将变系数微分

方程转变为代数方程组进行求解，从而得到变高度

箱梁剪力滞效应的数值解。罗旗帜[8]、Zhang 和

Lin[9]、周世军[10]提出了考虑竖向位移、转角和位移

差自由度的梁单元，刘世忠等[11]还提出了可以考虑

剪切变形自由度的梁单元，然后形成单元刚度矩阵

和等效结点荷载的数值计算方法，并用模型实验验

证了算法的有效性[12]。刘杰和成圣翱[13]采用样条配

点法得到变截面箱梁微分方程的数值解。丁南宏 

等[14]提出等效刚度和等效刚度比法，将变截面箱梁

近似为跨度相同的等截面箱梁，从而可利用等截面

箱梁的解析解进行近似计算。 

采用梁段有限单元法或有限差分法，计算的适

应面广，其计算精度依赖于单元划分的数目。寻求

简便且有很好精度的计算方法对箱梁的剪力滞分

析有积极的意义。本文依据结构动力学中的 Ritz 展

开定理，以相同跨度相同边界条件 Euler 梁的自由

振动模态为 Ritz 函数基，建立了一种求解箱梁剪力

滞效应的半解析解。然后研究箱梁截面高度变化率

和参与模态阶数对计算精度的影响。 

1  箱梁剪力滞效应基本理论 

图 1 所示的箱梁，在竖向荷载作用下产生弯曲

变形，设梁的竖向位移为 w(x)，纵向位移为 v(x, y)，

则 v(x, y)可表示为[15]： 
3

3

d
( , ) 1 ( )

di

w y
v x y h u x

x b

  
    

   
     (1) 

式中：u(x)为剪切转角的最大差值；b 为箱室净宽的

一半；hi 为截面形心到上或下翼板中心距离，上翼

板取为 hu，下翼板取为 hb。 

在荷载作用下，体系总势能 为： 
22 2
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式中：M(x)为截面的弯矩；E 为弹性模量；G 为剪

切模量； s su sbI I I  ， 2 2
su u u u u2 2I t bh abt h  为上

翼板相对于截面形心的惯性矩， 2
sb b b2I t bh 为下翼

板相对于截面形心的惯性矩，tu 和 tb 分别为上下翼

板的厚度，ab 为箱的外伸臂长度； wI 为腹板相对

于截面形心的惯性矩。对于变高度箱梁而言，h、Isb、

Isu、Iw都是坐标 x 的函数。 

h2 x

f(x)

h1

l

z

A

A

 

(a) 悬臂梁 

 

(b) A-A 剖面 

图 1  箱梁计算模型示意图 

Fig.1  Sketch map of box girder calculation model 

根据最小势能原理，在外力作用下处于平衡状

态的结构，体系总势能的一阶变分为零，即： 
0                    (3) 

由此可得箱梁的微分方程和边界条件[13]： 
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对于任意变高度箱梁，求解式(4)和式(5)耦合偏
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微分方程组的解析解通常是很困难的。而等截面

Euler 梁自由振动特征方程的解容易获得。本文利用

等截面 Euler 梁自由振动的模态作为 Ritz 函数，形

成一个求解式(4)和式(5)较简单的半解析解方法。 

2  变高度箱梁剪力滞效应半解析解 

设有一根与变高度箱梁具有相同跨度和边界

条件的等截面 Euler 悬臂梁，Euler 梁单位长度的质

量和截面抗弯刚度分别为 0A 和 0EI 。则 Euler 梁

第 j 阶自由振动的特征方程满足： 
2

0 0 0iv
j j jEI A               (7) 

式中： j 为第 j 阶自振频率； j 为第 j 阶模态。 j

可表达为： 
( ) sin sinh

sin sinh
(cosh cos )
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j j j

j j
j j

j j
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l l
x x

l l
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式中 j 为超越方程1 cos cosh 0j jl l   的解。由

于 0A 和 0EI 的取值不影响振型函数，因此，计算

中这两个参数可取任意大于零的实常数。显然式(8)
的 j 满足边界条件： 

0 0( ) | 0 ( ) | 0j x j xx x   ，         (9) 

( ) | 0 ( ) | 0j x l j x lx x    ，        (10) 

Ritz 法进行微分方程求解的关键是寻找一组满

足边界条件且线性无关的函数集。由于 Euler 悬臂

梁在 x=0 处为固定边界， (0) 0j  。对于 x=l 处的

自由边界， ( ) 0j l  。同时， ( )j x 和 ( )j x 为线性

无关函数，因此，以 ( )j x 为梁的位移 w(x)的 Ritz

函数基，以 ( )j x 为剪切转角的最大差值 u(x)的 Ritz

函数基，将 w(x)和 u(x)分别用 Ritz 函数基的线性组

合表示为： 

1

n

i i
i

w q

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1

n

i i
i

u p

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因此，式(11)和式(12)所得的 w(x)和 u(x)必然满

足式(6)的边界条件。从理论上讲，Euler 梁有无穷

多个主模态，即式(11)和式(12)中的 n 应为，但

在实际计算时，可取有限个低阶模态进行近似计

算。将式(11)和式(12)代入式(4)和式(5)，并对式(4)

方程求两阶导数，对式(5)方程求一阶导数，整理后

可得： 
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式中 2 2( ) d ( ) / df x M x x  。在方程两边同时乘以

( 1,2, , )j j n   ，然后沿全长积分，可得： 
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式中：
0 0

( ) d d
l l
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ji j i j iS GI x GI x         。 

将 j 依次取值1,2, ,n   ，重复利用式(15)和式

(16)可得 2n 个代数方程，写成矩阵形式如下： 
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从式(17)推导过程来看，利用自由振动模态为

Ritz 函数基将复杂的微分方程组求解转化为一组线

性代数方程的求解。 

3  箱梁的剪力滞系数 

在求得未知向量 q 和 p 以后，由式(11)和式(12)

不难得到变高度箱梁的位移w(x)和剪切转角的最大

差值 u(x)。由于箱梁翼板的应力可表示为： 
3
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将式(12)代入式(18)后可得： 
3
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因此，箱梁的剪力滞系数为： 
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4  算例 

4.1  等截面悬臂箱梁 

从理论上讲，本文方法适用于任意变高度箱型

梁剪力滞效应的计算。在这种方法中，式(11)和式

(12)中的模态截断将产生误差。为分析模态截断的

影响，下面首先对比本文方法和解析解所得等截面

悬臂梁计算结果的差别。对于图 1 所示的等截面悬

臂箱梁，在均布荷载下剪力滞系数的解析解为： 

2

2
*

2

3
s

3

1 7 cosh sinh ( )
( ) 1

2 cosh6

( )

3
1

4
(1 / 2)

m kx kl k l x
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klk
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式中：
s

1

1 7 / 8
m

I I



；

1 14

5

Gm
k

b E
 为瑞斯纳常

数。令翼板中点(y=0)的剪力滞系数为 λc，翼板和腹

板交角处(y=b)的剪力滞系数为 λe。在均布荷载作用

下本文方法和解析解所得的 λc和 λe沿 x 的变化规律

及 x=0 和 x=l/2 处的剪力滞分布如图 2 所示。其中

图 2(c)和图 2(d)只显示一半的剪力滞系数。 

算例分析中截面的几何参数取为：h1=h2=3 m，

b=2 m，tu=tb=0.4 m，tw=0.6 m，a=0.5，l=40 m。材

料的弹性模量为 E=50 GPa，泊松比为 0.2。从理论

上看，式(11)和式(12)可理解为函数的逼近问题，因

此，随着 n 值的增加，本文方法所得 λc和 λe逐步逼

近解析解，并收敛到解析解。 

 

(a) λe 

 

(b) λc 

 

(c) x=0 

 

(d) x=l/2 

图 2  等截面悬臂梁的剪力滞系数 

Fig.2  Shear lag coefficient of a cantilever beam with 

 uniform section 

将解析解任一反应量记为 *r ，本文方法所得近

似解记为 r。两者之间的相对误差为： 
*

*

| |
100%

r r
e

r


           (22) 

则固定端(x=0)和跨中(x=l/2) λc和 λe的相对误差

随 n 的变化规律如图 3 所示。图 3 表明当 n>6 后，

本文方法的计算误差即小于 5%。显示了良好的计

算精度。 

4.2  截面高度线性衰减悬臂箱梁 
由于 ( )j x 和 ( )j x 满足边界条件且线性无关，

因此，当式(11)和式(12)中 n 时，计算结果收敛
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到精确解。对于变截面箱梁的剪力滞微分方程难以

得到解析解的情况，下面以 n=60 的结果作为精确

解，来分析本文计算方法的收敛特性。 

 

(a) x=0 

 

(b) x=l/2 

图 3  Ritz 法的相对误差 

Fig.3  The relative errors of Ritz method 

对于截面高度线性衰减箱梁，梁高函数可表示

为： 

1( ) (1 / ) , 0h x h x l x l  ≤ ≤      (23) 

式中：h1h2)/h1 为截面高度变化率；h1 和 h2 分

别为固定端和自由度端截面的高度。 

算例中箱梁截面的几何参数为：h1=80 mm，

b=72 mm，tu=tb=4 mm，tw=6 mm，a=1，l=400 mm。

材料的弹性模量为 E=3 GPa，泊松比为 0.385。荷载

f(x)=0.3 N/m。不同截面高度变化率下固定端的 λc

和 λe的计算误差如图 4 所示。 

λc和 λe的计算误差表明：1) 在相同 n 情况下，

越大，Ritz 法的计算误差越大，这表明截面高度

越均匀的箱梁，Ritz 法的收敛速度越快；2) 随着 n

的增加，Ritz 法的计算误差逐步减少，当 12n≥ 时，

0.75 ≤ 的线性变截面梁的计算误差都小于 5%；

3) 如果将静力问题看作是激振频率为 0 的动力学

问题。结合动力学中 Ritz 法的计算经验[16]，为得到

第 j 阶模态的近似结果，通常采用 j+8 阶 Ritz 函数

进行近似计算。在低频荷载作用下，悬臂结构主要

是由前几阶模态的反应所控制，采用本文方法进行

近似计算时，建议采用 12 阶及以上的模态进行近

似计算。 

 

图 4  线性衰减箱梁固定端剪力滞的相对误差 

Fig.4  The relative errors of shear lag coefficients at fixed end 

of tapered box girder 

表 1 对比分析了均布荷载下线性衰减箱型梁等

效刚度法[14]、本文方法和有限元方法的计算结果。

其中等效刚度法以加权平均所得 Is/I 按式(21)的计

算结果，本文方法列出了 n=12 和 n=60 的计算结果。

有限元分析采用 ANSYS 软件，β=0.5 时的计算模型

如图 5 所示。模型采用 Solid185 单元，模型共包括

28400 个单元和 39996 个结点。 

表 1  线性衰减箱梁固定端剪力滞系数 

Table 1  Shear lag coefficients at fixed end of tapered box 

girder
 

β 计算方法 λe λc 

0.25 

等效刚度法 1.424 0.726 

n=12 1.416 0.719 

n=60 1.445 0.700 

有限元 1.507 0.686 

0.50 

等效刚度法 1.428 0.726 

n=12 1.403 0.728 

n=60 1.443 0.701 

有限元 1.443 0.709 

0.75 

等效刚度法 1.420 0.725 

n=12 1.390 0.737 

n=60 1.438 0.705 

有限元 1.372 0.735 

β =0.5 时有限元解和本文方法所得固定端的剪

力滞分布如图 6 所示。由图 6 可以看出：1) n=12

和 n=60 的剪力滞计算结果基本重合，这表明采用

12 阶模态进行变截面箱梁剪力滞计算是可行的；2) 

由于最小势能原理是在一定假定条件下的简化分

析结果，主要表现在由剪力滞效应导致翼板的位移

沿横向按 3 次函数变化和腹板采用平截面假定与实
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际情况有一定差别，因此，即使 n=60 时，Ritz 法

的计算结果和有限元的计算结果也不完全相同，但

不同下，固定端的 λc和 λe的计算结果和有限元结

果都比较接近，且变化规律相同。 

 

图 5  箱梁的有限元模型 

Fig.5  Finite element model of box girder 

 

图 6  固定端的剪力滞分布(β=0.5) 

Fig.6  Shear lag distribution at fixed end (β=0.5) 

4.3  截面高度抛物线变化悬臂箱梁 

若梁高度按抛物线变化，即： 

1( ) 1 2 , 0
x x

h x h x l
l l

        
 ≤ ≤    (24) 

式中h1h2)/h1，h1和 h2分别为端部截面的高度。

算例中箱梁截面的几何参数为：h1 = 8 0  mm，

b=72 mm，tu=tb=4 mm，tw=6 mm，a=1，l=400 mm。

材料的弹性模量为 E=3 GPa，泊松比为 0.385。以

n=60 的结果作为精确解，不同下固定端的 λc和 λe

的计算误差如图 7 所示。表 2 对比分析了均布荷载 

 

图 7  抛物线箱梁固定端剪力滞的相对误差 

Fig.7  The relative errors of shear lag coefficients at fixed end 

of parabolic box girder 

表 2  抛物线箱梁固定端剪力滞系数 

Table 2  Shear lag coefficients at fixed end of parabolic box 

girder 

β 计算方法 λe λc 

0.25 

等效刚度法 1.430 0.725 

n=12 1.425 0.713 

n=60 1.449 0.697 

有限元 1.462 0.707 

0.50 

等效刚度法 1.436 0.726 

n=12 1.381 0.800 

n=60 1.421 0.770 

有限元 1.363 0.763 

0.75 

等效刚度法 1.416 0.725 

n=12 1.350 0.752 

n=60 1.397 0.719 

有限元 1.215 0.844 

下截面高度抛物线变化箱型梁等效刚度法[14]、本文

方法和有限元方法的计算结果。计算结果与线性衰

减梁的变化规律基本相同，对于 0.75≤ 的抛物线

梁，当 12n≥ 时，Ritz 法计算误差小于 5%。 

5  结论 

本文基于等截面 Euler 梁自由振动的模态，将

变截面箱梁剪力滞微分方程组转化为线性代数方

程组来求解。从方法介绍中可以看出，本文的计算

工作主要是式(15)和式(16)中系数的积分计算。对于

任意的函数，都可以采用数值积分的方法进行计 

算，从而使一些复杂箱梁的剪力滞问题的求解较为

容易实现。这个方法的本质属于 Ritz 法，由于 Euler

梁自由振动的模态满足箱梁的位移边界条件和力

的边界条件，因而计算结果具有较高的精度。由计

算结果可以看出，随着参与计算模态数目的增加，

本文方法的计算结果逐步收敛到解析解。对于截面

衰减系数小于 0.75 的箱型梁，采用 12 阶以上模态

进行剪力滞系数的计算，计算误差小于 5%。 
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