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稀疏偏最小二乘回归-多项式 
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摘  要：为解决传统多项式混沌展开方法在高维全局灵敏度和结构可靠度分析当中存在的维数灾难与多重共线性

问题，该文提出一种稀疏偏最小二乘回归-多项式混沌展开代理模型方法。该方法首先采用偏最小二乘回归技术得

到多项式混沌展开系数的初步估计，然后根据回归误差阈值允许下的最大稀疏度原则，采用带有惩罚的矩阵分解

技术自适应地保留与结构响应相关性强的多项式，并采用偏最小二乘回归得到多项式混沌展开系数的更新估计。

通过对展开系数进行简单后处理即可得到 Sobol 灵敏度指数。在此基础上保留重要输入变量并按新方法重新进行

回归可实现对代理模型的精简，从而在不增加计算代价的情况下实现高精度结构可靠度分析。算例结果表明在保

证精度的情况下，采用新方法进行全局灵敏度和结构可靠度分析比传统方法在计算效率方面有显著优势。 
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Abstract:  To circumvent the curse of dimensionality and multicollinearity problems of traditional polynomial 

chaos expansion approach when analyzing global sensitivity and structural reliability of high-dimensional models, 

this paper proposes a sparse partial least squares regression-polynomial chaos expansion metamodeling method. 

Firstly, an initial estimation of polynomial chaos expansion coefficients is obtained with the partial least squares 

regression. Secondly, according to the principle of maximum sparsity under the allowance of regression error 

threshold, polynomials which have strong correlation with the structural response are adaptively retained with the 

penalized matrix decomposition scheme. Next, an updated estimation of the polynomial chaos expansion 

coefficients is obtained with the partial least squares regression. Sobol sensitivity indices are obtained with a 

simple post-processing of the expansion coefficients. Finally, the metamodel is greatly simplified by regressing 



 工    程    力    学 45 

 

with important inputs, leading to accurate estimations of the failure probability without additional computational 

cost. The results show that with acceptable accuracies, the new method overperforms the traditional counterpart in 

terms of computational efficiency when solving high-dimensional global sensitivity and structural reliability 

analysis problems. 

Key words:  high-dimensional models; sparse partial least squares regression; polynomial chaos expansion; 

global sensitivity; structural reliability 

 

结构可靠度和全局灵敏度分析是工程结构设

计中的两大关键问题。结构可靠度分析从概率角度

评价结构安全性，主要分为近似解析法[1―2]、基于

抽样的方法和代理模型方法。近似解析法的核心是

设计点的求解，然而很多情况下难以进行。基于抽

样的方法当中，Monte Carlo 模拟 (Monte Carlo 

Simulation, MCS)最为直接，然而对于小失效概率问

题收敛速度很慢。因此先后提出了重要抽样[3―4]、

子集模拟[5―6]、线抽样[7―8]等方法。对于高维小失效

概率问题，这些方法的计算量仍然过于繁重，所以

近年来发展出了代理模型方法，本质上是对模型输

出的再建模。代理模型方法主要分为三大步骤： 

1) 通过某种高效抽样方法在变量空间中进行

少量预抽样，并对每个样本运行高精度模拟，获得

结构响应； 

2) 基于已知样本，采用某种插值或回归方法训

练一个新模型； 

3) 用新模型代替原始模型来进行结构可靠度

分析。 

代理模型方法已经从最初的二次响应面，发展

到了现在的高维模型表达法[9―10]、Kriging 方法[11―12]

以及以人工神经网络和支持向量机为代表的机器

学习方法等。其中，多项式混沌展开(Polynomial 

Chaos Expansion, PCE)方法是近年来国内外研究的

主流方法之一。 

多项式混沌展开由数学家 Wiener[13]开创，基本

思想是将随机响应投影在由关于相互独立的标准

Gauss 随机变量的 Hermite 多项式所张成的 Hilbert

空间中。该方法以现代概率论为基础因而有严格的

数学背景，可用于表达任意有限方差随机响应因而

有广泛的适用性，对于光滑的输入-输出关系收敛迅

速。投影系数记载着随机响应概率分布的全部信

息，因此展开系数的求解是该方法的核心。该方法

最初用于研究 Brown 运动，直到 20 世纪 90 年代

Ghanem 等[14]将其与有限元结合，创立了谱随机有

限元方法之后才逐渐引起力学与土木工程界的重

视。该方法的应用方式分为侵入式和非侵入式两大

类，其中非侵入式方法将结构分析模型看作一个黑

箱，可以方便地采用现有的确定性的分析程序，因

此对于大型复杂结构，目前该方法还是首选。在非

侵入式方法当中，回归法将展开系数的求解当作一

个统计回归问题，在实验设计上较为灵活，因而近

年来受到一些学者的推崇，比如 Choi 等[15―16]研究

了 基 于 拉 丁 超 立 方 体 抽 样 (Latin Hypercube 

Sampling, LHS)的 PCE 代理模型方法，李典庆团队

将 PCE 应用于岩土工程可靠度分析问题[17―19]。当

输入变量较多时，Blatman 等[20]提出的自适应逐步

回归和最小角回归[21]可以在一定程度上缓解维数

灾难问题。 

灵敏度分析的目的在于定量描述模型输入的

不确定性对模型输出的不确定性的影响程度，主要

分为局部灵敏度分析和全局灵敏度分析两大类方

法[22]。局部灵敏度分析方法旨在反映某个自变量在

局部范围内变化时对模型输出的影响，然而该方法

不能反映某个变量对模型输出的全局影响，而且无

法考察变量间的联合作用对模型输出的影响。全局

灵敏度分析能够克服上述缺点，因而成为近年来研

究的热点，其中基于方差的方法是近年来国内外关

注最多的方法。该方法通过主 Sobol 指数和总 Sobol

指数来定量描述输入变量对输出变量方差的影响。

计算Sobol指数最早的方法是Monte Carlo方法[23―24]，

然而巨大的计算代价在实际问题中往往无法承受，

因此代理模型方法被提出。目前已经提出的代理模

型方法主要有高维模型表达法[25]、Kriging 方法[26]

以及 PCE 方法等，其中 PCE 方法近年来受到较多

关注。在方法研究方面，Sudret 最早将 PCE 方法用

于计算 Sobol 指数[27]。该方法可以通过引入自适应

逐步回归[28]和最小角回归技术[21]以及压缩感知技

术[29]进行改进以应对高维问题。在方法应用方面，

邬晓敬等[30]研究了翼型跨声速气动特性的不确定

性及全局灵敏度分析。宋彦[31]将 PCE 用于钢筋混

凝土框架结构的全局灵敏度分析。陈光宋等[32]将最
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小角回归方法用于身管固有频率的全局灵敏度分析。 

综上所述，PCE 是一种强大的数学工具，然而

目前多数文献采用普通最小二乘回归 (Ordinary 

Least Squares Regression, OLSR)研究低维问题(自

变量个数为几个或十几个)。对于高维问题(自变量

个数为几十个或更多)，普通最小二乘回归将不可避

免地遇到维数灾难与多重共线性问题。解决问题的

突破口在于寻求更高级的统计回归方法来实现小

样本下展开式系数的稳健求解。 

本文提出一种稀疏偏最小二乘回归技术代替

普通最小二乘回归建立多项式混沌展开代理模型，

来进行全局灵敏度与结构可靠度分析。与现有的逐

步回归和最小角回归方法不同，新方法可以实现群

选择，即将对结构随机响应贡献较大的多项式同时

选中，增强模型的整体性。另外，自适应的变量选

择方法可以有效剔除不重要的多项式，提高算法的

自动化程度和鲁棒性。第 1 节将回顾传统多项式混

沌展开方法并阐明其在高维问题中的局限性，第 2

节将提出一种基于稀疏偏最小二乘回归的多项式

混沌展开代理模型方法，第 3 节将通过两个不同结

构形式的算例来对比新方法与传统方法的计算精

度和效率。 

1  传统多项式混沌展开代理模型方

法及其局限性 

假设结构的随机源可以用 M 个相互独立的标

准 Gauss 随机变量 T
1( ) ( ( ), , ( ))M     ξ 来描

述，则结构的随机响应 ( )Y 可以表示成以下的级

数展开形式： 

1 1

1
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2
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p n n n
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式中：
1 2, , , Mn
p

n n  是由阶数为 1 2, , , Mn n n 的一维

Hermite 多项式经过张量积运算形成的阶数为 p 的

多维 Hermite 多项式；
21, , , Mnn n  是确定性的系数。

可以证明式(1)是均方收敛的。实际当中通常取最高

次数不超过 p 的多项式作为近似，写成紧凑形式    

如下： 

1

( ) ( ( ))
P

i i
i

  


Y ξ           (2) 

式中： 
( )!

1
! !

M p
P

M p


             (3) 

展开系数 1{ }P
i i  的求解是 PCE 方法的核心。传

统的求解方法首先采用拟 Monte Carlo 或其他高效

抽样方法生成标准正态空间中的样本点 N 个，然后

在每个样本点处运行模拟，得到结构随机响应矩阵

Y ，同时计算多项式矩阵Ψ；然后做Y 对Ψ的普

通最小二乘回归： 
 β Ψ Y                (4) 

式中， Ψ 是Ψ的 Moore-Penrose 广义逆。传统方

法的核心是采用 OLSR 来求解展开式系数，然而当

模型输入的数量 M 增加时，由式(3)，展开式中多

项式个数会迅速增长，而且样本数量必须要大于多

项式个数才能保证精度，这将会带来维数灾难问

题。若样本数不充足，则多项式的样本之间又会出

现很强的多重共线性，导致 OLSR 对回归系数的求

解精度严重下降，进而使全局灵敏度指数和失效概

率的求解精度无法保证。所以解决问题的突破口在

于寻求更高级的统计回归方法来实现小样本下展

开系数的稳健求解。 

2  稀疏偏最小二乘回归-多项式混沌

展开代理模型方法 

近年来兴起了一种新一代统计回归方法-偏最

小二乘回归 [33](Partial Least Squares Regression, 

PLSR)，已经被用于处理化学计量学和生物信息学

等领域的高维数据多重共线性问题。因此本文拟将

PLSR 融入 PCE 方法当中，以在保证精度的情况下

提高结构全局灵敏度和可靠度分析的计算效率。 

2.1  实验设计 

采用拟 Monte Carlo 或其他高效抽样方法进行

实验设计。拟 Monte Carlo 方法被目前很多文献所

采用，而且已经有标准程序，所以本文采用这种方

法进行抽样。然后对每个样本点进行高精度模拟获

得结构响应矩阵并进行中心化，记作F，同时根据

先验的知识选择多项式的最高阶数 maxp ，计算多项

式矩阵并进行中心化，记作E。 

2.2  多项式混沌展开系数的初步估计 

采用PLSR建立F与E之间的回归模型。PLSR

的基本假设是回归模型只由少数几个典型成分所

控制。通过分别在结构响应和多项式中提取典型成

分(潜变量)，并直接建立典型成分之间的回归模型

来间接反映结构响应与多项式之间的关系，提取的

典型成分一方面要尽可能多地携带结构响应与多

项式各自的变异性信息，另一方面要尽可能反映结
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构响应与多项式之间的相关性。潜变量分别以结构

响应与多项式线性组合的形式来表示，组合系数向

量是以下最优化问题的解： 

2

2

2

1,
1

Find ,

s.t. max [Cov ( , )]








w
c

w c

Ew Fc
‖ ‖
‖‖

      (5) 

式中：E、F是中心化的多项式矩阵和结构响应矩

阵；w、c是多项式和结构响应的组合系数向量，

则 t Ew， u Fc 就是所求的典型成分。假设二

者之间为线性关系，即令： 
               b u t H               (6) 

显然有 

             T 1 T( )b  t t t u              (7) 

令 ˆ bu t，采用 OLSR 分别从E和F中去掉 t
和 û  

的贡献： 

               T E E tp              (8) 

               Tˆ F F uq              (9) 

经过 h 次迭代后，分别令 1 2( , , , )hT t t t ，

1 2( , , , )hU u u u ， 1 2( , , , )hW w w w ，

1 2( , , , )hP p p p ，则可以证明T 与E之间存在如

下关系： 

             T 1( )T EW P W            (10) 

进一步可以得到回归系数矩阵为： 
T T T 1 T( )β E U T EE U T F        (11) 

目前多数 PLSR 的文献采用式(12)所示的预测

残差平方和来进行模型选择(即控制迭代次数)：  

( ) ( ) 2
LOO

1

1 ˆ( ) (( ))
N

i i
i

i

Err F F
N 



  ξ ξ     (12) 

式中， ˆ ( )iF  是把全体样本去掉第 i个样本之后当作

训练样本所得到的代理模型。然而对于多项式混沌

展开来说，直接根据定义计算不仅代价会很大，而

且难以控制拟合精度，容易造成过度拟合[34]。事实

上，对于 OLSR，当样本数不少于多项式个数时，

可以证明： 
( ) ( )

( ) ( )
ˆ( ) ( )ˆ( ) ( )

1

i i
i i

i
i

F F
F F

h


 


ξ ξ
ξ ξ    (13) 

式中： ˆ ( )F  是以全体样本为训练样本所得到的代理

模型； ih 是矩阵 T 1 T( )Ψ Ψ Ψ Ψ 的对角线的第 i个元

素。类似地，对于 PLSR，令 T 1 T( )ih T T T T ，也

可以得到伪交叉验证误差 LOO(P)Err ，然而这只是一

种近似表达，因为每去掉一个样本，各w向量会变

化，导致T 在其他样本处的值发生变化。进一步可

以除以样本方差进行归一化，记作 LOO(P) 。这样定

义的误差在小样本下可能会偏于不保守[21]，因此可

以做如下修正： 
1

* T 1
LOO(P) LOO(P) 1 1 tr((( ) ))

h

N
 


     

 
T T (14) 

当伪交叉验证误差 *
LOO(P) 取极小值时停止迭

代，此时得到回归系数的初步估计量  PLS

Oβ 。 

2.3  多项式混沌展开系数的更新估计 

直接采用 PLSR 得到的回归系数向量的各个分

量一般均不为零，即所有多项式都参与回归，然而

多项式混沌展开式中交叉项占了大多数，而且它们

中的大部分与结构响应的相关性很弱，给回归模型

的精度带来不利影响。若能将这些不重要的多项式

去掉，对于保留下来的多项式而言，样本数将会更

加充裕，回归模型的精度和稳定性将会得到明显提

高。因此，下一步将采用正则化方法对回归系数进

行变量选择，自适应地保留重要的多项式。 

正则化，简单地说就是有约束优化。记

 PLS

Oβ β ，众所周知，矩阵 β在 F-范数最小化意义

下的最佳秩-1 近似是它的 1 阶奇异值分解，然而一

般情况下它的左右奇异向量的各个分量均不为零，

这给数据的特征提取和解释带来困难。为此可以采

用 带 有 惩 罚 的 矩 阵 分 解 (Penalized Matrix 

Decomposition, PMD)方法[35]： 
T T

,

2 2 1 1 1 2

max
1, 1, ,c c



‖‖ ‖‖ ‖‖ ‖‖   

u v u β v
u v u v

       (15) 

其中u和 v可以通过以下算法求解： 
(i) 随机生成v并令 2 1v‖‖ ； 

(ii) 令
T

1
T

1 2

( , )

( , )

S

S





β v

u
β v‖ ‖

，若 1 1cu‖‖ ，则

1 0  ，否则寻找 1 使得 1 1cu‖‖ ； 

(iii) 令 2

2 2

( , )

( , )

S

S





βu

v
βu‖ ‖

，若 1 2cv‖‖ ，则

2 0  ，否则寻找 2 使得 1 2cv‖‖ ； 

(iv) 重复步骤(ii)和步骤(iii)直到收敛。 
其中， ( , ) sign( )max(| | ,0)S a c a a c  表示软门

限函数(Soft-thresholding Operator)， 1 2, 0   ，这

两 个 数 越 大 表 示 对 应 的 惩 罚 越 强 。 因 为
PLSˆrank( ) 1β ，所以不需要对u进行变量选择，即

1 0  。在求解过程中，本文并不直接寻找 2 使得

1 2cv‖‖ ，而是首先根据初步得到的回归系数向量
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构建一个备选的 2 值的集合， 2 的选取首先应该

满足 20 max | | β  以保证迭代能够进行。然后为

了使不同阈值对应的稀疏度分布较为均匀，本文提

出一种自适应的方式：在 | |β 中随机选取 k 个值，

并按从大到小的顺序进行排序，它们的集合记作

2, 1{ }k
i i 。接下来将 2 的第 i个候选值 ( 1,2, , )i k 

依次代入上述算法中得到保留的多项式组，并作结

构响应对该多项式组的 PLSR，记录伪交叉验证误

差 LOO(P),i ，在此过程中，多项式组的稀疏度依次

降低。当伪交叉验证误差小于预定的阈值 *
LOO(P),th

时，为避免过度拟合，停止迭代。此时多项式组达

到伪交叉验证误差允许下的最小个数，即最大稀疏

度。若所有备选阈值对应的稀疏度均不满足伪交叉

验证误差的约束条件，则保留原回归系数向量。最

终得到的回归系数向量记作  PLS
β 。以上算法将

PLSR 与变量选择技术同时融入 PCE 方法当中，所

以名为稀疏偏最小二乘回归 -多项式混沌展开

(Sparse Partial Least Squares Regression- Polynomial 

Chaos Expansion, SPLSR-PCE)代理模型方法。 

2.4 全局灵敏度分析 

求得回归系数向量之后，可以按照式(16)和式

(17)计算全局灵敏度的 Sobol 指数 iS 和 TiS 。 

   

2 2

2 2

[ ( )]

[ ( )]
i

i

E

S
E

 

 
















α

α

ξ

ξ




          (16) 

          
*
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T 2 2
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[ ( )]
i

i
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S
E

 

 
















α

α

ξ

ξ




         (17) 

其中： 

max
1

M

i
i

p


    
  
α                       (18) 

 
0 (1,2, , ),

:
0 (1,2, , ),= 

k
i

k

k M k i
k M k i




         
α


  (19) 

 * : 0 (1,2, , ),i k k M k i    α    (20) 

2.5  结构可靠度分析 

保留 TiS 值大于某一阈值的自变量，其集合记

作 Rξ ，采用原来的样本，按照上述步骤构建新的

代理模型，然后按照式(21)计算失效概率。 

           F PCE R( ( ) 0)P P g ξ           (21) 

式中， PCE R( )g ξ 是结构极限状态函数的 PCE 代理

模型。因为 PCE R( )g ξ 单次模拟的计算代价很小，所

以失效概率可以采用 MCS 估计。 

3  算例分析 

3.1  简支梁受均布荷载 

如图 1 所示的简支梁承受均布荷载，其中弹性

模量用一个随机场来描述： 
           ( , ) exp( ( , ))E x N x       (22) 

 

图 1  简支梁受均布荷载 

Fig.1  A simply supported beam subjected to a uniformly  

distributed load 

其中， ( , )N x  是一个平稳 Gauss 随机场，其 Pearson

积矩相关系数函数设为： 

 
| |

( , ) exp
x x

x x
l


    

 
       (23) 

其 中 ， 相 关 长 度 0.5 ml  。 ( , )N x  采 用

Karhunen-Loeve 展开来离散，取前 40 阶主成分，

各主成分相互独立且都服从标准 Gauss 分布。弹性

模量场的均值 E 210 GPa  ，变异系数 E 0.2  。

梁的长度 3 mL  ，惯性矩 6 48 10 m I   ，分布荷

载集度 13 kN/mq  。感兴趣的变量是跨中竖向位

移u。用 MATLAB 有限元工具箱来建立有限元模

型，其中梁沿长度方向被分为 100 个等长度单元。 

3.1.1  全局灵敏度分析 

按照第 2 节介绍的步骤，本文首先选取了多项式

的 最 高 阶 数 max 3p  ， 则 多 项 式 个 数 为
3
40 3 1 12340C    。然后从 Sobol 拟随机数序列中选

取了样本点，定义抽样比 /N P  ，分别取 等于

2.00、1.20、0.60、0.20、0.10 和 0.05，即分别取样本

数N 等于 24680、14808、7404、2468、1234 和 617。

基于这5组样本，分别采用OLSR-PCE和SPLSR-PCE

进行了全局灵敏度分析，并以MCS ( 74.2 10N   )的

解作为参考。取 *
LOO(P),th 0.05  ， 20k  。总灵敏度

指数 TiS 及其相对误差的计算结果如图 2~图 3 所示。 

由图 2 可见，本算例中 TiS 值较为显著的变量

是第 1 和第 3 阶主成分，其他主成分的 TiS 值都接

近于零，即它们的随机性对结构响应随机性的影响

可以忽略。对于 OLSR-PCE，当抽样比在 0.20 以下

时，其计算结果与 MCS 参考值吻合得很差，大量 
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(a) OLSR-PCE 

 

(b) SPLSR-PCE 

图 2  不同抽样比下的总灵敏度指数对比 

Fig.2  Comparison of total Sobol indices under different 

sample ratios 
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i的

相
对
误
差

 

图 3  不同抽样比下的总灵敏度指数相对误差数量级分布 

Fig.3  Distribution of order of magnitudes of relative error of 

total Sobol indices computed with different sample ratios 

不重要的主成分被误判为重要变量，甚至主成分的

重要性排序都出现误判，当抽样比增至 0.6 时，其

精度虽然有所提高，重要性排序误判有所减轻，但

仍然显著地高估了主成分间的联合作用，而且第 1
主成分的 TiS 值仍然与参考值有较大差距，直到抽

样比增至1.2以上时其结果才与MCS参考值有很好

的吻合。相比之下，SPLSR-PCE 的计算结果从抽样

比等于 0.05 开始都可以与 MCS 参考值有很好的吻

合，而且抽样比越大吻合得越好。虽然当抽样比较

小时对于除第 1 和第 3 阶以外的主成分，相对误差

已经达到 100~105 数量级，但是这些主成分的 TiS 值

本来就很小，对结构响应的影响也很小，而且相对

误差仍然比普通最小二乘回归在抽样比为 0.6 时要

低一个数量级，计算精度有显著提高。不同抽样比

下代理模型中的多项式个数 RP 如表 1 所示。 

表 1  不同抽样比下保留的多项式个数 

Table 1  Number of remained polynomials under different 

sample ratios 

RP  138 294 683 141 1442 162 

  0.05 0.10 0.20 0.60 1.20 2.00 

由于实验的随机性，当  增加时 RP 的变化没有

一定的规律可循，但总体来看，经过稀疏化过程之

后，保留下来的多项式数量只占原数量 P 的约

1%~10%，由此可见，稀疏化过程可以在保证精度

的情况下大幅度简化回归模型。下面考察 *
LOO(P),th

和 k 的取值对第 1 和第 3 阶主成分的 TiS 值的影响，

如图 4 所示。 

由图 4 可见，当抽样比在 0.2 以上时，各种参

数取值均能使第 1 和第 3 阶主成分的 TiS 值以很高

的精度接近参考值，相对误差均在 5%以内，参数

的不同取值带来的影响主要体现在抽样比取 0.05
和 0.1 的情况下。对于第 1 阶主成分，当 0.05  ，

20k  时， *
LOO(P),th 0.05  带来的精度相对最高，

相对误差接近于零，而 *
LOO(P),th 取 0.01 和 0.001 所

得的计算结果则有较大的相对误差，当 0.1  0 时，

这两种 *
LOO(P),th 的取值所得的计算结果开始收敛于

参考值。对于变量 3，在  取 0.05 和 0.10 的情况下，
*
LOO(P),th 0.05  所得计算结果的精度仍然高于另外

两种取值。这是因为在抽样比一定时， *
LOO(P),th 的

减小会导致保留下来的多项式数量增加，进而使多

项式之间的多重共线性增强，从而使 PLSR 的精度 
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(a) 第 1 阶主成分 

 

(b) 第 3 阶主成分 

图 4  参数的不同取值对重要变量总灵敏度指数的影响 

Fig.4  Impact of different values of parameters on total Sobol 

indices 

下降。当 *
LOO(P),th 取值一定，且 0.05  时， k 值

越大， TiS 值在小抽样比下的精度越高，这是因为 k

值的增加使稀疏化参数的备选阈值增多，分布更均

匀，从而使稀疏度的控制更加精确，但当  取 0.10

以上时 k 的取值对计算精度基本没有影响。综上所

述，对于全局灵敏度分析，当 *
LOO(P),th 0.05  ，k = 

20~50时，SPLSR-PCE在小样本下有较好的鲁棒性，

在保证精度的情况下，其计算效率约为传统方法计

算效率的 24 倍。 

3.1.2  结构可靠度分析 

基于全局灵敏度分析的结果进行结构可靠度

分析，失效事件定义为 0.012 mu  ，失效概率的

MCS 参考值为 0.0024。取 TiS 的阈值为 0.018。两种

方法的相对误差对比如图 5 所示。 

由图 5 可见，对于 OLSR-PCE，当抽样比很小

时，失效概率的计算精度很差，而且随抽样比的增 

失
效
概
率
的
相
对
误
差

 

图 5  不同抽样比下的失效概率相对误差对比 

Fig.5  Comparison between relative error of failure probability 

computed with different sample ratios 

加提升缓慢，当抽样比达到 0.60 以上时，失效概率

的计算精度才有较快提升，当抽样比达到 1.20 以上

时所求得的失效概率才与参考值有很好的吻合。总

体来看，SPLSR-PCE 方法在 5 组不同参数取值下均

比 OLSR-PCE 有更好的鲁棒性。其中，当 k 一定时，
*
LOO(P),th 0.05  所得计算结果从 0.05  开始一直

保持 10%以内的相对误差，稳定性相对最好，
*
LOO(P),th 取 0.01 和 0.001 时的计算结果虽然在

0.05  时有较大误差，但是当 0.1  0 以上时迅

速收敛于参考值。当 *
LOO(P),th 一定时，除 10k  时

收敛速度略慢之外， k 取 20 和 50 对收敛速度基本

没有影响。综上所述，对于结构可靠度分析，当
*
LOO(P),th 0.05  ，k =20~50 时，SPLSR-PCE 在小样

本下有较好的鲁棒性，在保证精度的情况下，其计

算效率约为传统方法计算效率的 24 倍。 

3.2  平面框架受水平荷载 

如图 6 所示的平面框架受到水平荷载作用，每

层柱子的弹性模量为 ,v ( 1,2, ,8)iE i   ，截面为正方

形，边长为 ,vib 。每层梁的弹性模量为 ,hiE ，截面为

矩形，宽度为 ,hib ，高度为 ,h2 ib 。每层顶部受到水

平集中力 iP 的作用。所有变量为相互独立的随机变

量，分布参数如表 2 所示，顶点水平位移u (设向右

为正)为感兴趣的模型输出。 

3.2.1  全局灵敏度分析 

按照第 2 节介绍的步骤，本文首先选取了多项

式 的 最 高 阶 数 max 3p  ， 则 多 项 式 个 数 为
3
40 3 1 12340C    ，然后从 Sobol 拟随机数序列中选

取了样本点，抽样比  分别取 2.00、1.20、0.60、 
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图 6  平面框架受水平荷载 

Fig.6  A plane frame subjected to horizontal loads 

表 2  输入变量的分布参数 

Table 2  Distribution parameters of input variables 

变量号 变量 分布类型 均值 标准差 

1∶4∶29 Ei,v 对数正态 3.01010 Pa 2.0109 Pa

2∶4∶30 bi,v 对数正态 0.4 m 0.015 m 

3∶4∶31 Ei,h 对数正态 3.01010 Pa 2.0109 Pa 

4∶4∶32 bi,h 对数正态 0.2 m 0.010 m 

33 P1 极值 1 1.0104 N 3.0103 N 

34 P2 极值 1 1.5104 N 3.5103 N 

35∶40 Pi (i=3∶8) 极值 1 2.0104 N 4.0103 N 

0.20、0.10 和 0.05，即样本数分别取 24680、14808、

7404、2468 和 617。基于这五组样本，分别采用

OLSR-PCE 和 SPLSR-PCE 进行了全局灵敏度分析，

并以 MCS( 74.2 10N   )的解作为参考。根据算例

1 的计算结果，取 *
LOO(P),th 0.05  ， 20k  。总灵敏

度指数 TiS 及其相对误差的计算结果如图 7 所示。 

由图 7 可见，本算例中 TiS 值较为显著的变量

有变量 2、4、8、12、16、20、24、34~40，对应的

物理量分别是 1 层柱宽、1 层梁宽、2 层梁宽、3 层

梁宽、4 层梁宽、5 层梁宽、6 层梁宽、2 层水平力

和 3 层~8 层水平力。对于 OLSR-PCE，当抽样比在

0.20 以下时，其计算精度很差，而且随抽样比的增 

 

(a) OLSR-PCE 
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i 的
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(b) SPLSR-PCE 

图 7  不同抽样比下的总灵敏度指数 

Fig.7  Total Sobol indices computed with different sample 

ratios 

加提升缓慢。当抽样比增至 0.60 时精度有所提升，

但各变量的 TiS 值仍与参考值有较大差距。直到抽

样比增至 1.20 以上时各变量的 TiS 值才与参考值有

很好的吻合。相比之下，SPLSR-PCE 的计算结果从

0.10 开始就一直保持较高的精度和稳定性。当

0.05  时由于多项式和结构响应矩阵的噪音增

大，正则化进行变量选择的过程受到较强干扰，导

致回归模型精度显著下降，从而使全局灵敏度指数

的计算精度下降。因此，在保证精度的情况下，新

方法在全局灵敏度分析中的计算效率约为传统方

法计算效率的 12 倍。 

3.2.2  结构可靠度分析 

基于全局灵敏度分析的结果进行结构可靠度

分析，失效事件定义为 0.250 mu  ，失效概率的

MCS 参考值为 0.0064。取 TiS 的阈值为 0.01。两种

方法的相对误差对比如图 8 所示。 
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图 8  不同抽样比下的失效概率相对误差对比 

Fig.8  Comparison between relative error of failure probability 

computed with different sample ratios 

由图 8 可见，对于 OLSR-PCE，当抽样比在 0.60

以下时，其失效概率的计算精度很低，而且随抽样

比的增加提升缓慢，当抽样比继续增加时，失效概

率的计算精度有较快提升，当抽样比增至 1.20 以上

时其失效概率的相对误差才达到 10%以内。相比之

下，SPLSR-PCE 在小样本下的鲁棒性要好很多，其

计算结果从 0.10  开始就一直保持较高的精度和

稳定性。在保证精度的情况下，新方法在结构可靠度

分析中的计算效率约为传统方法计算效率的 12 倍。 

4  结论 

本文提出了一种新型多项式混沌展开代理模

型方法用于解决高维全局灵敏度和结构可靠度分

析问题。该方法引入了偏最小二乘回归技术来提取

结构响应的多项式中的典型成分，并采用变量选择

策略自适应地去掉不重要的多项式以提高鲁棒性。

通过对两种不同结构形式的有限元模型进行验证，

本文得出以下结论： 

(1) 与传统方法相比，新方法在提升高维全局

灵敏度和结构可靠度分析的计算效率方面具有很

大潜力。根据文中的估计，这种提升均可达到 12

倍以上。 

(2) 伪交叉验证误差阈值的取值建议在

0.01~0.05，过小的取值会导致保留下来的多项式数

量增加，从而导致过度拟合，降低代理模型的精度。

同时为了使稀疏度的控制更加精确，同时又不增加太

多计算负担，正则化备选阈值的个数建议在 20~50。 

本文侧重于研究高维问题，所选算例的非线性

程度并不很强。本文还假定只有少数几个输入变量

的随机性占主导地位。另外，本文只研究了单元可

靠度分析。因此，强非线性问题、输入变量贡献相

近问题[36]以及体系可靠度[37―38]问题有都有待今后

进一步研究。 
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