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平面曲梁面外自由振动有限元分析的

p型超收敛算法
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摘    要：该文用 p型超收敛算法对平面曲梁面外自由振动问题进行求解。该法基于频率和振型结点位移在有限

元解答中的超收敛特性，在单元上建立振型近似满足的线性常微分方程边值问题，用更高次元对该线性边值问

题进行有限元求解获得各单元上振型的超收敛解，将振型的超收敛解代入 Rayleigh商，得到频率的超收敛解。

该法作为后处理法，修复计算分别在各个单元上单独进行，故通过少量计算即能显著提高频率和振型的精度和

收敛阶。数值算例显示该法稳定、高效，值得进一步研究和推广。
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A p-TYPE SUPERCONVERGENT RECOVERY METHOD FOR
FINITE ELEMENT ANALYSIS OF OUT-OF-PLANE FREE

VIBRATIONS OF PLANAR CURVED BEAMS

YE Kang-sheng , LIANG Tong

(Department of Civil Engineering, Tsinghua University,

Key Laboratory of Civil Engineering Safety and Durability of China Education Ministry, Beijing 100084, China)

Abstract:  It  extends the p-type superconvergence recovery method to the finite element analysis of the out-of-
plane free vibrations of planar curved beams. Based on the superconvergence properties on frequencies and nodal
displacements  in  modes,  a  linear  ordinary  differential  boundary  value  problem  (BVP)  which  approximately
governs  the  mode  on  each  element  is  set  up.  This  linear  BVP  is  solved  by  using  a  higher  order  element  from
which the mode on each element is recovered. By substituting the recovered mode into the Rayleigh quotient, the
frequency is recovered. This method is a post-processing approach. Its recovery computation for each element is
handled only on its own domain. It can enhance the accuracy and convergence rate of the frequencies and modes
significantly with a small computation cost. Numerical examples demonstrate that the method is stable, efficient
and worth further exploring.
Key words:  planar  curved  beam;  out-of-plane  free  vibration;  finite  element  method; p-type  superconvergence;

Rayleigh quotient

平面曲梁结构在现代土木、航天、机械等领

域具有广泛的应用，其自由振动是结构分析的重

要内容。该问题目前的分析方法主要有：有限元

法
[1 − 3]

、有限差分法
[4]
、微分容积法

[5 − 6]
、伪谱法

[7]
、

动力刚度法
[8 − 10]

等，其中有限元法应用最为广泛。

有限元法求解自由振动问题时，计算精度由

单元次数和网格划分决定。网格越密，单元次数

越高，计算精度越好，但计算量亦随之大幅攀

升，高阶频率和振型尤甚
[1]
。因此，研究如何有效

提高有限元求解自由振动问题的精度和效率具有 
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十分重要的意义，超收敛计算则是解决这一难题

的有效途径。

目前结构自由振动问题的各类有限元超收敛

求解方法，基本都是先对振型进行超收敛修复，

再将修复后的振型代入 Rayleigh商得到频率的超

收敛解，区别主要在于对振型的超收敛修复做法

不同。这些方法中最典型的是文献 [11]提出的 SPRD
法，该法利用振型结点位移的超收敛性，在多个

单元组成的小片上通过对振型用更高次多项式对

结点位移进行多项式拟合获得振型的超收敛解。

文献 [12]的做法与文献 [11]做法类似，亦是基于

振型结点位移的超收敛性，在几个单元构成的小

片上通过对振型用更高次多项式对结点位移作多

项式插值获得振型的超收敛解；文献 [13 − 14]仅
修复振型所对应的应力，并代入 Rayleigh商的应

变能部分，通过应变能计算精度的提高获得频率

的超收敛解；文献 [15 − 16]利用等几何分析法，

通过构造高阶质量矩阵，获得频率的高精度解；

另外还有文献 [17]基于外推的方法和文献 [18]基
于投影的方法。

文献 [19]对自由振动问题提出一种 p型超收

敛算法，结果显示，该法简单、高效，能显著提

升频率和振型的精度和收敛阶。文献 [20]将该法

应用于平面曲梁的静力分析中，文献 [21]将该法

延拓至平面曲梁的面内自由振动分析中，文献 [22]
将该法延拓至欧拉梁的弹性稳定分析中，文献 [23]
将该法延拓至非线性常微分方程边值问题的分析

中。本文的工作是文献 [19 − 23]工作的延续，是

文献 [21]工作的后半部分，进一步将 p型超收敛

算法应用于平面曲梁的面外自由振动分析中。数

值算例表明，该法仍延续了求解前述问题时的优

秀表现，算法稳定、高效，能显著提高解答的精

度、质量和收敛阶，再次展现了 p型超收敛算法

在求解自由振动问题时的优良特性。

1    平面曲梁自由振动分析模型
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平面曲梁的轴线为平面曲线，所有截面关于

轴线所在平面对称。如图 1所示，建立曲梁分析

的 坐标系， 、 分别沿轴线切向、法向， 垂

直于轴线所在平面。记 为轴线弧长坐标。曲梁面

外自由振动时，分别记面外位移、 轴转角位移和

扭转角位移为 、 、 ，对应内力 、 、

如图 1所示。 
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图 1    平面曲梁
Fig. 1    Planar curved beam 

 

面外自由振动时，曲梁的几何方程、物理方

程和平衡方程分别为
[24]
：

γ = w′+ θ, κ = θ′+
ϕ

R
, τ = ϕ′− θ

R
(1)

Q = kGAγ, M = EIyκ, T =GJτ (2)

Q′ = −ω2ρAw, M′+
T
R
−Q = −ω2ρIyθ

T ′− M
R
= −ω2ρIpϕ (3)

( )′ = d( )/ds E G
ρ A Iy

y Ip

J
y y

式中： ； 为弹性模量； 为剪切模

量； 为材料密度； 为截面面积； 为截面关于

轴的惯性矩； 为截面极惯性矩；k为截面形状

系数； 为截面扭转常数；R为轴线曲率半径，当

轴线曲率中心位于 轴正向时 R为正，位于 轴负

向时 R为负。

将物理方程和几何方程代入平衡方程，得到

用位移表示的平面曲梁面外自由振动的控制微分

方程为：

− [kGA(w′+ θ)]′ = ω2ρAw

−
[
EIy

(
θ′+
ϕ

R

)]′
− GJ

R

(
ϕ′− θ

R

)
+

kGA(w′+ θ) = ω2ρIyθ

−
[
GJ

(
ϕ′− θ

R

)]′
+

EIy

R

(
θ′+
ϕ

R

)
= ω2ρIpϕ

(4)

将其写为向量形式：

Ld = λmd, 0 < s < l (5)

d = {w, θ,ϕ}T, λ = ω2 (6)

l

(λn, dn(s)),
n = 1,2, · · · λn

式中： 为曲梁的轴线长度；L、m为相应的微分

算子矩阵，其具体表达式可由式 (4)导出，此处不再

详细给出。该问题理论上有无穷多组解答

，特征值 按从小到大排序：

0≤λ1≤λ2≤ · · · (7)

ne

用有限元法求解该问题时，先对结构进行有

限元离散，将结构划分为 个单元，如图 2所示。

记网格尺寸：
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h = max
1≤e≤ne

he (8)

he (e) he = se+1− se

d = {w, θ,ϕ}T

(e)
m

式中， 为单元 的轴线长度， 。虽

然理论上 中三个位移分量的形函数阶

数可取为不同，但数值结果表明，有限元解的收

敛阶取决于这三个位移分量形函数阶数中的最低

值，为使有限元自由度的求解效率得到充分发

挥，应让三个位移分量的形函数阶数取为相同，

故本文有限元计算和超收敛计算中三个位移分量

的形函数阶数均取为相同。在任意单元 内，采

用 次 Hierarchical形函数将解答近似为：

wh
e = (1− ξ)we+ ξwe+1+

m−1∑
i=1

ai(1− ξ)ξ
(
ξ− 1

2

)i−1

θhe = (1− ξ)θe+ ξθe+1+

m−1∑
i=1

bi(1− ξ)ξ
(
ξ− 1

2

)i−1

ϕh
e = (1− ξ)ϕe+ ξϕe+1+

m−1∑
i=1

ci(1− ξ)ξ
(
ξ− 1

2

)i−1

(9)

ξ = (s− se)/he (e)
we θe ϕe ai

bi ci (i = 1,2, · · · ,m−1) w θ ϕ

式中： ，为单元 上的无量纲坐

标； 、 、 为第 e个结点上的结点位移； 、

、 分别为 、 、 的单元内

部自由度。将式 (9)写成矩阵形式：

wh
e = Nw∆

e, θhe = Nθ∆e, ϕh
e = Nϕ∆e (10)

∆e (e)式中， 为单元 的自由度向量，具体为：

∆e ={we θe ϕe we+1 θe+1 ϕe+1 a1 b1 c1 · · ·
am−1 bm−1 cm−1}Te (11)

Nw Nθ Nϕ w θ ϕ、 、 分别为 、 、 的形函数矩阵，其

具体表达式可由式 (9)和式 (11)导出。

由变分原理
[1]
，有限元法将原问题离散为如下

矩阵广义特征值问题：

Kh∆h = λh Mh∆h (12)

Kh Mh

∆h

式中： 和 分别为该网格下的整体刚度矩阵和

整体质量矩阵，分别由单元刚度矩阵和单元质量

矩阵集成获得； 为该网格下的结构整体自由度向

量。单元刚度矩阵和单元质量矩阵具体计算如下：

ke =
w se+1

se

(
kGA(N′w+Nθ)T(N′w+Nθ)+

EIy

(
N′θ +

Nϕ
R

)T (
N′θ +

Nϕ
R

)
+

GJ
(
N′ϕ−

Nθ
R

)T (
N′ϕ−

Nθ
R

))
ds (13)

me =
w se+1

se

(ρANT
wNw+ρIyNT

θ Nθ+

ρIpNT
ϕNϕ)ds (14)

(λh
n, dh

n(s)) n = 1,2, · · ·
求解上述矩阵广义特征值问题即可获得该网格下

的有限元解 ， 。

对该向量型常微分方程特征值问题，文献 [1]
估计有限元解中频率和振型分别具有如下收敛阶：

0≤λh
n− λn≤c1h2m(λn)m+1 (15)∥∥∥dn(x)− dh

n(x)
∥∥∥≤c2hm+1(λn)(m+1)/2 (16)

m式中， 为单元多项式次数。

Ld = f
m h2m

h2m

文献 [25]对该向量型问题对应的静力问题

只有一个分量的最简单情形，证明当采用

次元求解时，结点位移具有 阶的超收敛性。

数值算例表明，该结论对特征值问题同样成立，

在自由振动问题中，振型结点位移同样具有 阶

的超收敛性，即：

dn(se)− dh
n(se) = O(h2m), 1≤e≤ne+1 (17)

振型结点位移的超收敛性是本文算法的基础。

2    超收敛求解思路

(e) n dn(s)由式 (5)可知，在单元 上，第 阶振型

满足如下常微分方程边值问题：{
Ld− λnmd = 0, se < s < se+1

d(se) = dn(se), d(se+1) = dn(se+1)
(18)

且当网格足够密时，为该边值问题的唯一解。

h2m

由式 (15)和式 (17)知，频率和振型结点位移

均具有 阶的超收敛性。故在网格加密过程中，

这些值将比内点位移更快地向精确解收敛，当网

格足够密时，有：

λh
n ≈ λn (19)

dh
n(se) ≈ dn(se), 1≤e≤ne+1 (20)

(e)此时，单元 上的振型将近似于下列线性边值问

题的解：Ld̄− λh
nmd̄ = 0, se < s < se+1

d̄(se) = dh
n(se), d̄(se+1) = dh

n(se+1)
(21)

 

s1=0

s
e

s
ne+1=l

(...)
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(ne)

图 2    有限元网格划分

Fig. 2    Finite element mesh
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(e)

m̄(m̄ > m) (e)

本文通过求解该线性边值问题获得单元 上振型

的超收敛解。对该线性边值问题，本文直接采

用一个高次单元进行求解。设高次单元次数为

，单元 上振型的超收敛解为：

d∗e =
{
w∗e, θ

∗
e ,ϕ
∗
e
}T
= N̄e∆̄e = N̄e

b∆̄
e
b+ N̄e

c∆̄
e
c (22)

∆̄e = {∆̄eT
b
... ∆̄eT

c }T (23a)

∆̄e
b = {wh

e θ
h
e ϕ

h
e wh

e+1 θ
h
e+1 ϕ

h
e+1}T (23b)

∆̄e
c = {ā1 b̄1 c̄1 · · · ām̄−1 b̄m̄−1 c̄m̄−1}Te (23c)

N̄e m̄式中： 为单元上 次形函数矩阵；下标 b对应

单元端部结点位移自由度；下标 c对应单元内部

自由度。三个位移分量的表达式为：

w∗e = N̄w∆̄
e, θ∗e = N̄θ∆̄e,ϕ∗e = N̄ϕ∆̄e (24)

该线性边值问题的有限元方程为：

k̄∗ecb∆̄
e
b+ k̄∗ecc∆̄

e
c = 0 (25)

k̄∗ecb k̄∗ecc式中： 、 为单元动力刚度矩阵中端部自由度

和内部自由度对应的子矩阵。单元动力刚度阵为：

k̄∗e =
w se+1

se

(kGA(N̄′w+ N̄θ)T(N̄′w+ N̄θ)+

EIy

(
N̄′θ +

N̄ϕ
R

)T (
N̄′θ +

N̄ϕ
R

)
+

GJ
(
N̄′ϕ−

N̄θ
R

)T (
N̄′ϕ−

N̄θ
R

)
)ds−

λh
n

w se+1

se

(ρAN̄T
wN̄w+ρIyN̄T

θ N̄θ+

ρIpN̄T
ϕ N̄ϕ)ds (26)

由式 (25)解得：

∆̄e
c = −(k̄∗ecc)−1 k̄∗ecb∆̄

e
b (27)

(e)将式 (27)代入式 (22)得单元 上振型的超收敛

解为：

d∗ = (N̄e
b − N̄e

c(k̄∗ecc)−1 k̄∗ecb)∆̄e
b (28)

n
d∗ = {w∗, θ∗,ϕ∗}T

采用上述超收敛过程修复所有单元，即可获

得第 阶振型的超收敛解。将振型的超收敛解

代入 Rayleigh商，则可得频率的

超收敛解为：

(ω∗n)2 = λ∗n =
w l

0


kGA(w∗

′
+ θ∗)2+EIy

(
θ∗
′
+
ϕ∗

R

)2

+

GJ
(
ϕ∗

′ − θ
∗

R

)2ds

/w l

0
(ρAw∗2+ρIyθ

∗2+ρIpϕ
∗2)ds

(29)

3    误差估计

设振型有限元解的误差为：

eh = d− dh (30)

振型超收敛解的误差为：

e∗ = d− d∗ = ē+ ēh (31)

式中：

ē = d− d̄ (32)

ēh = d̄− d∗ (33)

d∗ d̄ m̄由于 是 在单个单元上的 次有限元解，由文献[1]
的估计：

ēh = O(hm̄+1) (34)

将式 (18)和式 (21)相减得：Lē− λh
nmē = (λn− λh

n)md
ē(se) = eh

n(se), ē(se+1) = eh
n(se+1)

(35)

由式 (15)和式 (17)知：λn− λh
n = O(h2m)

ē(se) = O(h2m), ē(se+1) = O(h2m)
(36)

λh
n

由式 (35)知，若网格划分足够密时 (密至每个

单元的固端特征值均大于 )，有：

ē = O(h2m) (37)

从而有：

e∗ =ē+ ēh = O(h2m)+O(hm̄+1) =

O(hmin(m̄+1,2m)) (38)

而振型有限元解的收敛阶为：

eh = O(hm+1) (39)

m > 1 min(m̄+1,2m) > m+1

d∗ dh

d∗

λ∗

易见，当 时， ，振

型超收敛解 的收敛阶高于有限元解 ，具有超

收敛性。数值算例表明，将 代入 Rayleigh商后

得到的频率解 亦具有超收敛性。

4    数值算例

本文算法已编成 Fortran程序。下面通过 3个
数值算例来展示本文算法的计算精度和修复效

果。为简单起见，三个算例均采用无量纲计算。

为考察振型收敛阶，本文选取振型误差向量模为

长度的最大模：

∥e∥ = max
0≤s≤l

√
eTe (40)

平面曲梁面外自由振动问题只有常截面圆弧
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曲梁具有解析解。为展现本文算法对收敛阶的提

升，例 1和例 2选取了不同边界条件的两个常截

面圆弧曲梁；为展现本文算法的修复效果，例

3与已有文献的计算结果进行了对比。

例 1. 常截面圆弧曲梁 1

R
t = R/5 b = t/2 k = 5/6

E ν = 0.3
Ω = ωR2

√
ρA/EI

如图 3(a)所示轴线为半个圆周的常截面圆弧

曲梁，圆弧半径为 ，截面形状为矩形，如图 3(b)
所示。高 ，宽 ，截面形状系数 ，

弹性模量为 ，泊松比 。为计算简便，采用

无量纲频率 。
  

x

y

R

α
O

t

b

(a) (b)

图 3    例 1常截面圆弧曲梁
Fig. 3    Uniform arch beam in Example 1 

 

α(0≤α≤π)坐标参数选为转角 ，边界条件为：
Q (0) = Q (π) = 0
θ (0) = θ (π) = 0
T (0) = T (π) = 0

(41)

可求出该圆弧曲梁频率和振型的精确解，根

据文献 [26]，设其振型为：
w = w0 cos(nα)
θ = θ0 sin(nα)
ϕ = ϕ0 cos(nα)

, 0≤α≤π (42)

n≥0

{w0, θ0,ϕ0}T
式中， 且为整数。将式 (42)代入式 (4)，化简

可得关于 的齐次方程组。由于振型存

在非零解，故该齐次方程组的系数矩阵奇异，其

行列式值为零，从而可推出如下的频率方程：

Ω6+η1Ω
4+η2Ω

2+η3 = 0 (43)

n

n = 2

{w0, θ0,ϕ0}T

w(α = 0) = 1

由该频率方程可求出每个 值对应的三个频率值。

本例第一阶、第二阶频率均为 0，故对第三阶频率

求解。第三阶频率对应 ，频率方程如式 (44)
所示，求解该方程可得如式 (45)所示频率。将求

出的频率代入 的齐次方程组，可求得

对应的振型，如式 (46)所示，该阶振型取

进行归一化。

(Ω2)3−31003(Ω2)2+15071237Ω2−
65663201 = 0 (44)

Ω3 ≈ 2.0968103333982377073 (45)
w

θ

ϕ

 =


cos(2α)

0.19771376094139227sin(2α)

−0.23409192360453677cos(2α)

 (46)

(m = 2) (m = 3) (m = 4)

|Ω−Ωh| ||d−dh||
C α = π/2 ||dc−dh

c ||

首先考察频率、振型和振型结点位移有限元

解的超收敛性。对该阶振型分别采用二次元

、三次元 和四次元 进行有限

元求解，计算频率误差 ，振型误差

和跨中截面结点 处 ( )位移误差 并

进行收敛阶的统计，结果如图 4和表 1所示。结
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(a) m = 2 (b) m = 3 (c) m = 4

图 4    例 1第三阶频率、振型和结点位移的收敛阶

Fig. 4    Rate of convergence of 3rd frequence, mode and its nodal displacement in Example 1
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2m

m+1

果表明频率和振型结点位移具有 阶的超收敛

性，而振型的收敛阶仅为 阶。

(m = 1) (m̄ = 2)

Ωh
3 =

8.398 Ω∗3 = 2.664

为考察 p型超收敛算法的计算精度和修复

效果，将曲梁均匀划分为 5个单元，先用一次元

进行有限元求解，再用二次元 进行

超收敛修复。得到第三阶频率的有限元解为

(相对误差为 300.5%)，超收敛解为

(相对误差为 27.0%)。图 5为第三阶振型的有限元

解、超收敛解和精确解的对比。可见，本文算法

可以显著提升频率和振型的计算精度。

(m = 2)

(m̄ = 3) (m̄ = 4)

(m̄ = 5)

(m̄ = 4)

(m̄ = 5)

m̄ > 2m

为考察 p型超收敛算法的收敛阶，对第三阶

频率和振型，先用二次元 进行有限元计

算，再用三次元 、四次元 和五次元

进行超收敛修复并统计收敛阶，计算结果

如图 6和表 2所示。易见，超收敛修复后，精度

和收敛阶与有限元解相比均有显著提升。同时，

由表 2可以看出，当从四次元 升至五次元

时，频率和振型的收敛阶未随之提升。理

论分析和数值算例均表明，当 时，超收敛

 

表 1    例 1第三阶频率、振型和结点位移的收敛阶

Table 1    Rate of convergence of 3rd frequency, mode and its nodal displacement in Example 1
 

ne |Ω−Ωh | r ||dc−dh
c || r ||d−dh || r

16 2.8821×10−3 − 7.5917×10−6 − 4.9237×10−4 −

32 1.8948×10−4 3.9 5.7596×10−7 3.7 6.2308×10−5 3.0

64 1.1998×10−5 4.0 3.7692×10−8 3.9 7.8069×10−6 3.0

128 7.5231×10−7 4.0 2.3827×10−9 4.0 9.7640×10−7 3.0

256 4.7058×10−8 4.0 1.4934×10−10 4.0 1.2207×10−7 3.0

512 2.9417×10−9 4.0 9.3404×10−12 4.0 1.5259×10−8 3.0
m=2 4 4 3

ne |Ω−Ωh | r ||dc−dh
c || r ||d−dh || r

16 3.2911×10−6 − 2.0671×10−7 − 1.3848×10−5 −

32 5.2669×10−8 6.0 3.3117×10−9 6.0 8.1494×10−7 4.1

64 8.2793×10−10 6.0 5.2071×10−11 6.0 5.0101×10−8 4.0

128 1.2956×10−11 6.0 8.1489×10−13 6.0 3.1181×10−9 4.0

256 2.0251×10−13 6.0 1.2738×10−14 6.0 1.9468×10−10 4.0

512 3.1645×10−15 6.0 1.9905×10−16 6.0 1.2164×10−11 4.0
m=3 6 6 4

ne |Ω−Ωh | r ||dc−dh
c || r ||d−dh || r

16 2.0402×10−9 − 1.2643×10−10 − 2.3812×10−7 −

32 8.0841×10−12 8.0 4.9957×10−13 8.0 7.3852×10−9 5.0

64 3.1692×10−14 8.0 1.9571×10−15 8.0 2.3031×10−10 5.0

128 1.2390×10−16 8.0 7.6504×10−18 8.0 7.1933×10−12 5.0

256 4.8646×10−19 8.0 2.9890×10−20 8.0 2.2476×10−13 5.0

512 1.8912×10−21 8.0 1.1676×10−22 8.0 7.0236×10−15 5.0
m=4 8 8 5

 

(a) w位移

(b) θ位移

(c) ϕ位移
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图 5    例 1第三阶振型的有限元解与超收敛解比较

Fig. 5    Comparison of FE solution with recovered solution on
3rd mode in Example 1
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m̄ = 2m m̄解的收敛阶与 时相同，不会随 的进一步

提高而增加。

为对比本文算法与 SPRD法
[11]

的计算效果，

对第三阶频率和振型的二次元解用 SPRD法进行

超收敛修复，用相邻四个结点 (单元两端结点外加

离单元最近的两个结点)上的位移解作三次多项式

插值得单元上振型的超收敛解，将振型超收敛解

代入 Rayleigh商得频率超收敛解。频率和振型的

收敛阶统计结果如表 3所示。可见，SPRD法三次

元修复解与本文算法三次元修复解的收敛阶相

同，只是同样网格下 SPRD法的解答精度比本文

算法的解答精度稍低些。

例 2. 常截面圆弧曲梁 2
本例仍取轴线为半个圆周的常截面圆弧曲

梁，曲梁参数同例 1，两端支座形式改为面外简

支，如图 7所示。

其振型可设为：


w = w0 sin(nα)
θ = θ0 cos(nα)
ϕ = ϕ0 sin(nα)

, 0≤α≤π (47)

n≥0式中， 且为整数。

(ne = 32)

(m = 1)

(m̄ = 2)

将曲梁均匀划分为 32个单元 ，先用

一次元 进行有限元求解，再用二次元

进行超收敛修复。前 12阶频率和振型的有

 

表 2    例 1第三阶特征对有限元解与超收敛解收敛阶

Table 2    Rate of convergence of FE solution and recovered
solutions on 3rd eigenpair in Example 1

 

m = 2

ne |Ω−Ωh | r ||d− dh || r

16 2.8821×10−3 − 4.9237×10−4 −

32 1.8948×10−4 3.9 6.2308×10−5 3.0

64 1.1998×10−5 4.0 7.8069×10−6 3.0

128 7.5231×10−7 4.0 9.7640×10−7 3.0

256 4.7058×10−8 4.0 1.2207×10−7 3.0

512 2.9417×10−9 4.0 1.5259×10−8 3.0

理论值 4 3

m̄ = 3

ne |Ω−Ω∗ | r ||d− d∗ || r

16 4.1065×10−5 − 1.4864×10−4 −

32 2.5175×10−7 7.3 9.6899×10−6 3.9

64 1.6723×10−9 7.2 6.1437×10−7 4.0

128 1.6325×10−11 6.7 3.8746×10−8 4.0

256 2.1574×10−13 6.2 2.4284×10−9 4.0

512 3.2163×10−15 6.1 1.5188×10−10 4.0

理论值 6 4

m̄ = 4

ne |Ω−Ω∗ | r ||d− d∗ || r

16 3.7774×10−5 − 1.4864×10−4 −

32 1.9909×10−7 7.6 9.6899×10−6 3.9

64 8.4441×10−10 7.9 6.1233×10−7 4.0

128 3.3689×10−12 8.0 3.8378×10−8 4.0

256 1.3230×10−14 8.0 2.4003×10−9 4.0

512 5.1747×10−17 8.0 1.5004×10−10 4.0

理论值 8 4

m̄ = 5

ne |Ω−Ω∗ | r ||d− d∗ || r

16 3.7772×10−5 − 1.4864×10−4 −

32 1.9908×10−7 7.6 9.6899×10−6 3.9

64 8.4438×10−10 7.9 6.1233×10−7 4.0

128 3.3687×10−12 8.0 3.8378×10−8 4.0

256 1.3229×10−14 8.0 2.4003×10−9 4.0

512 5.1745×10−17 8.0 1.5004×10−10 4.0

理论值 8 4
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图 6    例 1第三阶特征对有限元解与超收敛解收敛阶

Fig. 6    Rate of convergence of FE solution and recovered
solutions on 3rd eigenpair in Example 1
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限元解与超收敛解结果如表 4所示。易见，对一

次元，虽然振型结点位移不具有超收敛性，本文

方法仍能显著提高解答 (尤其是频率)的精度。

n = 14

为考察本文算法对高阶频率和振型的计算效

果，对该曲梁第 26阶频率和振型进行分析，此阶

对应 。按前述方法计算该阶频率和振型的精

确解，精确解为：

Ω26 ≈ 102.99643204332710 (48)
w

θ

ϕ

=

−0.77949599669945567sin(14α)

−0.47701838720249698cos(14α)

sin(14α)

 (49)

(m = 3)
(m̄ = 4) (m̄ = 5) (m̄ = 6)

先用三次元 进行有限元求解，再依次

用四次元 、五次元 和六次元

进行超收敛修复，结果如图 8和表 5所示。结果

表明 p型超收敛算法对曲梁面外自由振动的高阶

频率和振型仍有显著的修复效果。

 
 

表 4    例 2前 12阶特征对有限元解与超收敛解误差

Table 4    Errors of FE solution and recovered solutions on first 12 eigenpairs in Example 2
 

阶数 Ω Ωh |Ω−Ωh | ||d− dh || Ω∗ |Ω−Ω∗ | |Ω−Ω∗ |
|Ω−Ωh |

/(%) ||d− d∗ || ||d− d∗ ||
||d− dh ||

/(%) n

1 0.000000000 0.278903246 2.79×10−1 1.21×10−3 0.003516615 3.52×10−3 1.26 8.75×10−6   0.72 1

2 2.096810333 2.379666689 2.83×10−1 4.89×10−3 2.097006671 1.96×10−4 0.07 2.11×10−4   4.32 2

3 6.316663854 6.817878189 5.01×10−1 1.11×10−2 6.317460674 7.97×10−4 0.16 9.77×10−4   8.76 3

4 12.156595065 13.009811658 8.53×10−1 1.95×10−2 12.159147906 2.55×10−3 0.30 2.62×10−3 13.41 4

5 17.335703469 17.337172055 1.47×10−3 1.20×10−3 17.335703469 0.00×100 0.00 7.65×10−6   0.64 1

6 19.209142151 20.568557976 1.36×100 3.09×10−2 19.216004983 6.86×10−3 0.50 5.86×10−3 18.93 5

7 22.125304755 22.143921945 1.86×10−2 4.81×10−3 22.125316688 1.19×10−5 0.06 8.89×10−5   1.85 2

8 28.486387871 28.560421560 7.40×10−2 1.09×10−2 28.486493560 1.06×10−4 0.14 4.06×10−4   3.74 3

9 27.163609617 29.207708099 2.04×100 4.41×10−2 27.179901316 1.63×10−2 0.80 1.15×10−2 26.16 6

10 35.578254236 35.767316820 1.89×10−1 1.90×10−2 35.578729685 4.75×10−4 0.25 1.09×10−3   5.76 4

11 35.780085885 38.709492937 2.93×100 5.95×10−2 35.815415938 3.53×10−2 1.21 2.16×10−2 36.35 7

12 43.038408009 43.423183936 3.85×10−1 3.01×10−2 43.039902934 1.49×10−3 0.39 2.41×10−3   8.00 5
 
 

例 3. 一般轴线曲梁

文献 [27 − 28]研究了图 9所示的抛物线、三

角正弦线和椭圆线三类轴线曲梁的面外自由振动

问题，三类曲梁轴线方程分别如下：

y = 4H · ξ (1− ξ) , 0≤ξ≤1 (50)

y = H− c1[1− sin(c2ε+ c2ξ)], 0≤ξ≤1,

c1 = H/[1− sin(c2ε)], c2 = π/(1+2ε) (51)

y =b2

{√
1− [(ξ−0.5)/b1]2− sin(a)

}
,

0≤ξ≤1, a = arccos(0.5/b1),
b1 = ε+0.5 , b2 = H/(1− sin(a)) (52)

 

表 3    例 1第三阶特征对 SPRD法收敛阶

Table 3    Rate of convergence of recovered solutions on 3rd
eigenpair in Example 1 with SPRD method

 

ne |Ω−Ω∗ | r ||d− d∗ || r

32 1.9168×10−5 − 6.1793×10−5 −

64 2.6890×10−7 6.2 3.9614×10−6 4.0

128 3.9339×10−9 6.1 2.4915×10−7 4.0

256 5.9333×10−11 6.1 1.5596×10−8 4.0

512 9.1038×10−13 6.0 9.7516×10−10 4.0

1024 1.4094×10−14 6.0 6.0954×10−11 4.0
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图 7    例 2常截面圆弧曲梁

Fig. 7    Uniform arch beam in Example 2
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ξ = x/L L

L/H = 5 L/b =

28.87 t/b = 3 ν = 0.3 k = 5/6 ε = 0.5

Ω = ωL2·
√
ρA/EI

式中： ， 为曲梁跨度。三类轴线曲梁均

采用相同参数，截面形状为矩形， ，

， ， ， ， 。记无

量纲频率 。

(ne = 32) (m = 1)

(m̄ = 2)

(m = 2)

(m̄ = 3)

将三类轴线曲梁沿轴线水平投影方向均分为

32个单元 ，先采用一次元 进行有

限元计算，后采用二次元 进行超收敛修复

和先采用二次元 进行有限元计算，后采用

三次元 进行超收敛修复，计算前 3阶频率

如表 6所示。与文献结果相比，频率在一次元有

限元计算后仍误差较大，但采用二次元进行超收

敛修复后，误差显著降低。而用二次元有限元计

算后采用三次元进行超收敛修复，得到的解答与

文献结果已十分接近。表 7给出了上述网格下三

类轴线曲梁前 20阶振型有限元计算和超收敛计算

的总耗时。可见，p型超收敛计算耗时很少，但解

答精度提升非常显著。在一次元有限元计算后用

二次元进行超收敛修复，所得结果与直接用二次

元进行有限元计算的精度已很相近，但计算总耗

时不足后者的 1/2，充分展现出 p型超收敛算法提

升精度的高效性。

综合数值算例，本文超收敛解的收敛规律如

表 8所示。

 

表 5    例 2第 26阶特征对有限元解与超收敛解收敛阶

Table 5    Rate of convergence of FE solution and recovered solutions on 26th eigenpair in Example 2
 

m = 3 m̄ = 4

ne |Ω−Ωh | r ||d− dh || r ne |Ω−Ω∗ | r ||d− d∗ || r

16 3.0092×10−1 − 8.6231×10−1 − 16 1.1674×10−2 − 8.4742×10−1 −

32 5.8019×10−3 5.7 2.5207×10−3 8.4 32 4.4443×10−5 8.0 2.0138×10−4 12.0

64 9.5518×10−5 5.9 1.4991×10−4 4.1 64 1.7980×10−7 7.9 5.2408×10−6 5.3

128 1.5120×10−6 6.0 9.2470×10−6 4.0 128 7.0914×10−10 8.0 1.5277×10−7 5.1

256 2.3701×10−8 6.0 5.7601×10−7 4.0 256 2.7769×10−12 8.0 4.6824×10−9 5.0

512 3.7063×10−10 6.0 3.5970×10−8 4.0 512 1.0854×10−14 8.0 1.4560×10−10 5.0
理论值 6 4 理论值 8 5

m̄ = 5 m̄ = 6

ne |Ω−Ω∗ | r ||d− d∗ || r ne |Ω−Ω∗ | r ||d− d∗ || r

16 2.2943×10−3 − 8.4742×10−1 − 16 2.1079×10−3 − 8.4742×10−1 −

32 4.2573×10−7 12.4 1.4481×10−4 12.5 32 2.1331×10−7 13.3 1.4365×10−4 12.5

64 2.5609×10−10 10.7 2.4027×10−6 5.9 64 4.1349×10−11 12.3 2.3581×10−6 5.9

128 2.2096×10−13 10.2 3.8469×10−8 6.0 128 9.4404×10−15 12.1 3.7307×10−8 6.0

256 2.0927×10−16 10.0 6.0524×10−10 6.0 256 2.2647×10−18 12.0 5.8473×10−10 6.0

512 2.0281×10−19 10.0 9.4732×10−12 6.0 512 5.5045×10−22 12.0 9.1435×10−12 6.0
理论值 10 6 理论值 12 6
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图 8    例 2第 26阶特征对有限元解与超收敛解收敛阶

Fig. 8    Rate of convergence of FE solution and recovered
solutions on 26th eigenpair in Example 2
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5    结论

本文的 p型超收敛算法在有限元解的基础

上，充分利用频率和振型结点位移所具有的超收

敛特性，通过逐单元求解振型近似满足的线性边

值问题获得频率和振型的更高精度解，方法思路

巧妙，稳定高效，能显著提高解答精度和收敛

阶，可进一步推广应用到包括薄壁结构等空间结

构自由振动的分析中。
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表 7    例 3前 20阶振型计算总耗时  /s
Table 7    Total computation time for first 20 modes of Example 3

 

轴线
有限元解1
(m=1) m̄ = 2

超收敛解1
( )
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超收敛解2
( )

a) 12.204 0.063 30.223 0.105

b) 13.180 0.067 37.097 0.162

c) 14.292 0.084 38.639 0.146

 

表 8    超收敛解的收敛阶

Table 8    Convergence order of recovered solutions
 

收敛阶 ω∗ d∗

r min(2m̄,4m) min(m̄+1,2m)

 

表 6    例 3三类轴线曲梁的无量纲频率

Table 6    Dimensionless frequencies for three curved beams of Example 3
 

轴线与支座 阶数 文献[27] 文献[28]
m = 1 m̄ = 2， m = 2 m̄ = 3，
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图 9    三类轴线曲梁

Fig. 9    Three types of curved beams
 

26 工　　程　　力　　学

https://doi.org/10.1007/s12206-008-1213-2
https://doi.org/10.1007/s12206-008-1213-2
https://doi.org/10.1007/BF03177465
https://doi.org/10.1007/BF03177465
https://doi.org/10.1007/s12206-008-1213-2
https://doi.org/10.1007/s12206-008-1213-2
https://doi.org/10.1007/BF03177465
https://doi.org/10.1007/BF03177465


 Howson  W  P,  Jemah  A  K.  Exact  dynamic  stiffness
method  for  planar  natural  frequencies  of  curved
Timoshenko  beams [J].  Journal  of  Mechanical
Engineering Science, 1999, 213(7): 687 − 696.

[8]

 Huang  C S,  Tseng  Y P,  Chang  S  H,  Hung  C L.  Out-of-
plane dynamic analysis of beams with arbitrarily varying
curvature  and  cross-section  by  dynamic  stiffness  matrix
method [J]. International Journal of Solids and Structures,
2000, 37(3): 495 − 513.

[9]

 叶康生, 赵雪健. 动力刚度法求解平面曲梁面外自由振

动问题[J]. 工程力学, 2012, 29(3): 1 − 8.
Ye Kangsheng, Zhao Xuejian. Dynamic stiffness method
for  out-of-plane  free  vibration  analysis  of  planar  curved
beams [J].  Engineering  Mechanics,  2012,  29(3):  1  −  8.
(in Chinese)

[10]

 Wiberg  N  E,  Bausys  R,  Hager  P.  Improved
eigenfrequencies  and  eigenmodes  in  free  vibration
analysis [J].  Computers  &  Structures,  1999,  73(1  −  5):
79 − 89.

[11]

 林群, 杨一都. 解二阶椭圆本征值问题的有限元插值校

正方法[J]. 计算数学, 1992, 14(3): 334 − 338.
Lin  Qun,  Yang  Yidu.  The  finite  element  interpolated
correction  method  for  second  order  elliptic  eigenvalue
problems [J]. Mathematica Numerica Sinica, 1992, 14(3):
334 − 338. (in Chinese)

[12]

 龚国庆, 范子杰, 刘寒冰. 基于应力超收敛恢复技术的

广义特征值问题后验误差估计 [J]. 工程力学 ,  2004,
21(3): 111 − 117.
Gong Guoqing, Fan Zijie, Liu Hanbing. A posteriori error
estimation  based  on  stress  super-convergence  recovery
technique  for  generalized  eigenvalue  problems [J].
Engineering  Mechanics,  2004,  21(3):  111  −  117.  (in
Chinese)

[13]

 Avrashi  J,  Cook  R  D.  New  error  estimation  for  C0
eigenproblems in  finite  element  analysis [J]. Engineering
Computations, 1993, 10(3): 243 − 256.

[14]

 Wang  D,  Liu  W,  Zhang  H.  Novel  higher  order  mass
matrices for isogeometric structural vibration analysis [J].
Computer Methods in Applied Mechanics & Engineering,
2013, 260(9): 92 − 108.

[15]

 Wang D, Liu W, Zhang H. Superconvergent isogeometric
free  vibration  analysis  of  Euler-Bernoulli  beams  and
Kirchhoff plates with new higher order mass matrices [J].
Computer Methods in Applied Mechanics & Engineering,
2015, 286(4): 230 − 267.

[16]

 Li  M  X,  Lin  Q,  Zhang  S  H.  Extrapolation  and
superconvergence  of  the  Steklov  eigenvalue  problem [J].
Advances  in  Computational  Mathematics,  2010,  33(1):
25 − 44.

[17]

 Huang  P  Z.  Superconvergence  of  a  stabilized
approximation  for  the  stokes  eigenvalue  problem  by

[18]

projection  method [J].  Applications  of  Mathematics,
2014, 59(4): 361 − 370.
 叶康生, 曾强. 结构自由振动问题有限元新型超收敛算

法研究[J]. 工程力学, 2017, 34(1): 45 − 50, 68.
Ye  Kangsheng,  Zeng  Qiang.  A  new  superconvergent
recovery  method  for  FE  analysis  on  structural  free
vibration  problems [J].  Engineering  Mechanics,  2017,
34(1): 45 − 50, 68. (in Chinese)

[19]

 叶康生, 姚葛亮. 平面曲梁有限元静力分析的p型超收

敛算法[J]. 工程力学, 2017, 34(11): 26 − 33, 58.
Ye  Kangsheng,  Yao  Geliang.  A  p-type  superconvergent
recovery  method  for  FE  static  analysis  of  planar  curved
beams [J].  Engineering  Mechanics,  2017,  34(11):  26  −
33, 58. (in Chinese)

[20]

 叶康生, 殷振炜. 平面曲梁面内自由振动有限元分析的

p型超收敛算法[J]. 工程力学, 2019, 36(5): 28 − 36, 52.
Ye  Kangsheng,  Yin  Zhenwei.  A p-type  superconvergent
recovery method for FE analysis of in-plane free vibration
of  planar  curved  beams [J].  Engineering  Mechanics,
2019, 36(5): 28 − 36, 52. (in Chinese)

[21]

 叶康生, 殷振炜. 欧拉梁弹性稳定分析的有限元p型超

收敛算法[J]. 力学与实践, 2018, 40(6): 647 − 652.
Ye  Kangsheng,  Yin  Zhenwei.  A p-type  superconvergent
recovery method for FE elastic stability analysis of Euler
beams [J]. Mechanics in Engineering, 2018, 40(6): 647 −
652. (in Chinese)

[22]

 叶康生, 邱廷柱. 二阶非线性常微分方程边值问题有限

元p型超收敛计算[J]. 工程力学, 2019, 36(12): 7 − 14.
Ye  Kangsheng,  Qiu  Tingzhu.  A  p-type  superconvergent
recovery  method  for  FE  analysis  on  boundary  value
problems  of  second-order  nonlinear  ordinary  differential
equations [J].  Engineering Mechanics,  2019, 36(12):  7 −
14. (in Chinese)

[23]

 Chidamparam P, Leissa A W. Vibrations of planar curved
beams, rings, and arches [J]. Applied Mechanics Reviews,
1993, 46(9): 467 − 483.

[24]

 Douglas  J,  Dupont  T.  Galerkin  approximations  for  the
two point boundary problems using continuous piecewise
polynomial  spaces [J].  Numerical  Mathematics,  1974,
22(2): 99 − 109.

[25]

 Howson  W  P,  Jemah  A  K.  Exact  out-of-plane  natural
frequencies  of  curved  Timoshenko  beams [J].  Journal  of
Engineering Mechanics, 1999, 125(1): 19 − 25.

[26]

 Rajasekaran  S.  Analysis  of  curved  beams  using  a  new
differential transformation based curved beam element [J].
Meccanica, 2014, 49(4): 863 − 886.

[27]

 Byoung Koo Lee, Sang Jin Oh, Jeong Man Mo, Tae Eun
Lee.  Out-of-plane  free  vibrations  of  curved  beams  with
variable  curvature [J].  Journal  of  Sound  &  Vibration,
2008, 318(1/2): 227 − 246.

[28]

工　　程　　力　　学 27

https://doi.org/10.1177/095440629921300704
https://doi.org/10.1177/095440629921300704
https://doi.org/10.1016/S0020-7683(99)00017-7
https://doi.org/10.3969/j.issn.1000-4750.2004.03.021
https://doi.org/10.3969/j.issn.1000-4750.2004.03.021
https://doi.org/10.1108/eb023905
https://doi.org/10.1108/eb023905
https://doi.org/10.1007/s10444-009-9118-7
https://doi.org/10.1007/s10492-014-0061-7
https://doi.org/10.1115/1.3120374
https://doi.org/10.1007/BF01436724
https://doi.org/10.1061/(ASCE)0733-9399(1999)125:1(19)
https://doi.org/10.1061/(ASCE)0733-9399(1999)125:1(19)
https://doi.org/10.1007/s11012-013-9835-3
https://doi.org/10.1177/095440629921300704
https://doi.org/10.1177/095440629921300704
https://doi.org/10.1016/S0020-7683(99)00017-7
https://doi.org/10.3969/j.issn.1000-4750.2004.03.021
https://doi.org/10.3969/j.issn.1000-4750.2004.03.021
https://doi.org/10.1108/eb023905
https://doi.org/10.1108/eb023905
https://doi.org/10.1007/s10444-009-9118-7
https://doi.org/10.1007/s10492-014-0061-7
https://doi.org/10.1115/1.3120374
https://doi.org/10.1007/BF01436724
https://doi.org/10.1061/(ASCE)0733-9399(1999)125:1(19)
https://doi.org/10.1061/(ASCE)0733-9399(1999)125:1(19)
https://doi.org/10.1007/s11012-013-9835-3
https://doi.org/10.1177/095440629921300704
https://doi.org/10.1177/095440629921300704
https://doi.org/10.1016/S0020-7683(99)00017-7
https://doi.org/10.3969/j.issn.1000-4750.2004.03.021
https://doi.org/10.3969/j.issn.1000-4750.2004.03.021
https://doi.org/10.1108/eb023905
https://doi.org/10.1108/eb023905
https://doi.org/10.1007/s10444-009-9118-7
https://doi.org/10.1177/095440629921300704
https://doi.org/10.1177/095440629921300704
https://doi.org/10.1016/S0020-7683(99)00017-7
https://doi.org/10.3969/j.issn.1000-4750.2004.03.021
https://doi.org/10.3969/j.issn.1000-4750.2004.03.021
https://doi.org/10.1108/eb023905
https://doi.org/10.1108/eb023905
https://doi.org/10.1007/s10444-009-9118-7
https://doi.org/10.1007/s10492-014-0061-7
https://doi.org/10.1115/1.3120374
https://doi.org/10.1007/BF01436724
https://doi.org/10.1061/(ASCE)0733-9399(1999)125:1(19)
https://doi.org/10.1061/(ASCE)0733-9399(1999)125:1(19)
https://doi.org/10.1007/s11012-013-9835-3
https://doi.org/10.1007/s10492-014-0061-7
https://doi.org/10.1115/1.3120374
https://doi.org/10.1007/BF01436724
https://doi.org/10.1061/(ASCE)0733-9399(1999)125:1(19)
https://doi.org/10.1061/(ASCE)0733-9399(1999)125:1(19)
https://doi.org/10.1007/s11012-013-9835-3

