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适用于黏土的分数阶应力诱导剪胀方程
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摘    要：建立了适用于黏性土的分数阶下加载面模型，该模型所采用的分数阶塑性流动法则能够在不引入塑性

势函数的情况考虑塑性流动方向与土体物理屈服面之间的非正交特性，进而统一地描述相关联和非相关联塑性

流动法则。基于该流动法则可以得到一个新的应力诱导分数阶剪胀方程以考虑超固结比对黏性土剪胀特性的影

响。理论分析结果表明，在相同的应力水平下，土体剪胀量会随着超固结比增大而逐渐减小。相比较修正剑桥

模型，该文模型仅额外地引入一个与土体剪胀特性相关的模型参数，并且能够对超固结黏土的应变软化和剪胀

特性进行合理的描述。模型计算结果与试验结果对比分析结果表明，该文模型能够准确地描述黏性土在超固结

状态下的应力-应变响应和剪胀特性。
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A STRESS-INDUCED FRACTIONAL DILATANCY RULE FOR CLAYS
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Abstract:  A  fractional  sub-loading  surface  model  for  clays  is  developed  in  the  present  study.  The  fractional
plastic flow rule adopted in the proposed model is able to account for the non-normality of the flow direction with
respect to the yield locus without introducing a plastic potential. Hence, a unified description of the associated and
non-associated  plastic  flow  rules  is  achieved.  A  stress-induced  fractional  dilatancy  rule  can  be  conveniently
derived  through  the  fractional  plastic  flow  rule  to  consider  the  effect  of  the  over-consolidation  ratio  on  the
dilatancy of clays. The analysis shows that increasing the over-consolidation ratio will reduce the dilatancy under
a constant loading pressure.  Compared with the modified Cam-clay model,  the proposed model introduces only
one  extra  dilatancy-related  parameter  and  can  describe  the  strain-softening  and  dilatancy  features  of  over-
consolidated  clays.  Model  predictions  show  good  agreement  with  the  experimental  results,  indicating  the
capability of the proposed model in describing the behavior of clays.
Key words:  fractional derivative; stress-dilatancy; sub-loading surface; over consolidation; constitutive equations

不同于正常固结重塑土，超固结重塑土应力-
应变曲线具有应变硬化和软化特征，并且伴随着

剪缩和剪胀现象的发生。修正剑桥 (modified Cam-
clay, MCC)模型

[1]
在描述其力学特性时存在明显

不足，具体表现在以下几个方面：

首先，MCC模型的剪胀方程假定土体的剪胀

因子仅与当前剪切应力比有关，无法考虑温度和超

固结比等外部加载因素对土体剪胀特性的影响
[2 − 5]

。 
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Gao等[6]
在其所建立边界面模型中深入的探究了黏

土的应力历史对其剪胀特性和应力-应变特性的影

响。值得注意的是，即使对于正常固结重塑土，

MCC模型的剪胀方程在描述其剪胀特性时依然存

在不足。Wang和 Yin[7] 针对自然软土的试验结果

表明，在材料发生剪缩破坏的过程中，MCC模型

预测的剪缩量要明显小于试验值。杜修力等
[8]
基

于统一非线性强度理论建立了适用于正常固结重

塑土的剪胀方程。殷杰
[9]
通过引入结构屈服应力

参数建立了适用于结构性软黏土的修正剑桥模型。

β

其次，MCC模型采用相关联的流动法则，并

且基于非线性能量耗散方程假定土体具有椭圆形

屈服面。然而试验结果表明，岩土材料的屈服面

具有更为复杂的几何形状
[2, 10]

。Lagioia等 [11] 讨论

了屈服面几何形状对模型计算结果的影响；Collins
和 Kelly [12] 则基于现代热力学理论给出了适用于

岩土材料的双参数屈服函数。此外，剪切过程中

岩土材料塑性流动方向并不始终垂直于其物理屈

服面
[13 − 14]

。Sun等[15 − 18]
指出可以对屈服函数进行

分数阶微分得到分数阶塑性流动法则，进而在不

引入塑性势函数的情况下统一的描述相关联和非

相关联的塑性流动法则。在此基础上，孙逸飞和

沈杨
[19]

建立了适用于粗粒料的静动力边界面模

型，成功地模拟了粗粒料在静动力加载条件下的

应力-应变行为和循环荷载下的长期变形。Lu等[20]

则基于该方法在 应力空间建立了适用于正常固结

重塑土的分数阶修正剑桥模型。

MCC模型在描述黏土在超固结状态时的应力-
应变响应时同样存在明显不足，模型计算得到的

剪切强度明显偏大，且应力-应变曲线为一条不光

滑的曲线
[21]
。为了克服该不足，Dafalias等 [22 − 23]

和 Hashiguchi等[24 − 26]
分别提出了边界面和下加载

面的力学概念。其中，下加载面模型假定在任意

加载时刻，材料当前的应力点始终位于下加载面

上并发生弹塑性体积变形
[27 − 31]

；边界面模型则假

定当前应力点位于边界面内，并且采用某种映射

准则计算得到其塑性流动方向和塑性模量
[32 − 36]

。

本文首先将 Caputo微分方法应用于 MCC模

型的屈服函数，从而得到一个新的分数阶剪胀方

程用于考虑超固结比对黏土剪胀特性的影响。在

此基础上可以建立适用于黏土的分数阶下加载面

模型，该模型所采用的分数阶塑性流动法则能够

统一的描述相关联和非相关联的流动法则。相比

较MCC模型，本文模型仅额外地引入了一个与土

体剪胀特性相关的模型参数，同时能够对超固结

黏土的应变软化和剪胀特性进行合理的描述。

1    应力诱导分数阶剪胀方程

η

如无特别说明，本文应力均为有效应力且体

积变形以压为正。有效平均主应力 p，剪应力 q和
剪应力比 分别表示为：

p =
1
3

Tr(σ),q =
√

3
2
∥ξ∥ ,η = q

p
(1)

σ ξ式中： 为 Cauchy应力张量； 为剪应力张量，

满足如下表达式：

ξ = σ−Tr(σ)/3 ·1 (2)

1i j = δi j δi j其中， ， 为克罗内克符号。

1.1    分数阶微分定义

分数阶微分是传统整数阶微分的直接扩展，

通过对岩土材料的屈服函数进行分数阶微分，可

以在不引入塑性势函数的情况下得到一个新的流

动法则。通过调整分数阶数，该流动法则能够直

接描述塑性流动方向和加载方向两者之间的非关

联性。本文采用 Caputo定义的积分形式
[37]
：

aDαx =
1

Γ(n−α)

w x

a

f (n)(τ)
(x− τ)α+1−n dτ, x > a (3)

D(= ∂α/∂xα) α

a= 0

Γ

Γ(x) =
r ∞

0 exp(−τ)τx−1dτ

式中： 为分数阶微分符号； 为分数

阶数； 为积分下限，x为积分上限，在本文

中表征当前应力状态；伽马函数 的表达式为

。值得注意的是，幂函数

的 Caputo分数阶微分具有如下显示解：

0Dαx (xm) =
∂α(xm)
∂xα

=
Γ(m+1)
Γ(m+1−α)

xm−α, m > −1 (4)

孙逸飞和沈杨
[19]

指出分数阶微分具有长程记

忆性，适用于描述路径和记忆依赖性行为。后文

将根据分数阶微分推导出一个新的应力诱导剪胀

方程，并由此建立一个适用于超固结重塑土的分

数阶下加载面模型。

1.2    分数阶塑性流动法则

mα

不同于传统的弹塑性理论，分数阶弹塑性理

论通过对材料的屈服函数求分数阶偏导来确定其

塑性流动方向 。由此，分数阶塑性流动法则可

以表述为：

∆εp = Λ
∂α f (σ,H)
∂σα

(5)
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∆εp Λ

f (σ,H)

∂α f (σ,H)/∂σα

式中： 为塑性应变增量； 为塑性因子；

为屈服函数，且 H为硬化参量。根据 Lu
等

[20]
， 可以通过链式法则求解得

到，有：

∂α f (σ,H)
∂σα

=
1
3

(
∂α f
∂pα

)
·1+

√
3
2

(
∂α f
∂qα

)
· ξ∥ξ∥ (6)

α= 1 mα=1

α

如图 1所示，当 时，塑性流动方向

垂直于屈服面，此时该分数阶流动法则退化为相

关联流动法则。可以通过改变 的取值来调整塑性

流动方向与加载方向之间的夹角，从而在不引入

塑性势函数的情况下描述两者之间的非相关联性。
 
 

平均主应力 p

广
义

剪
应

力
 q

o

mq

mp

mα≠1

mα=1

mα= ( )∂α f

∂pα − ,
∂α f

∂pα −

图 1    分数阶流动法则示意图

Fig. 1    Schematic plot of fractional flow rule
 

 

1.3    正常固结屈服面和相似因子

p,q

p̄, q̄

p−q

为了表述超固结重塑土的应变软化和剪胀特

性，本文引入了下加载面的力学概念。如图 2所
示，表征超固结状态的当前应力点 A( )位于下

加载面上，而参考应力点 B( )则位于正常固结

屈服面上。为了动态地描述在  平面中下加载

面和正常固结屈服面两者之间相对位置的演变关

系，基于径向映射法则定义了相似因子 R：
R = p/ p̄ = q/q̄, 0 < R≤1 (7)

 
 

平均主应力 p

广
义

剪
应

力
 q

参考屈服面

M

p0 p0pr

A(p,q)

η

下加载面
−

B(p,q)− −

o

图 2    下加载面示意图

Fig. 2    Schematic plot of sub-loading surface
 

 

OCRR与超固结比 具有相似的物理意义，在

单调加载过程中，随着土体超固结特性的减弱，

R的值逐渐增大，当 R=1时，下加载面与正常

固结屈服面最终重合，此时土体处于正常固结

状态。

ρ

此外，参照边界面模型土体的参考应力点可

以通过引入一个标量 来表示：

p = ρp0, q = ρηp0 (8)

ε
p
v

为了便于分析，本文采用MCC模型屈服函数

描述正常固结屈服面，并且假定其硬化参量为塑

性体积应变 ，有：

f = (2p− p0)2+

(
2q
M

)2

− p2
0 = 0 (9)

p−q p̄0

p

p0

式中：M为 平面临界状态线的斜率； 为正

常固结屈服面与 轴的交点。在加载过程中，正常

固结屈服面大小控制参数 具有如下演变关系：

p̄0 = p̄0i exp
(
1+ e0

λ− κ ε
p
v

)
(10)

e0 λ κ − ln p

p0i

式中： 为初始孔隙比； 和 分别为 平面各

向同性压缩曲线的压缩模量和回弹模量。根据

Sun和 Zheng[17] 的建议，正常固结屈服面的初始位

置 具有如下表达式：

p̄0i = 2pr exp
(
eΓ− e0− κ ln pic

λ− κ

)
(11)

eΓ pr= 1
pic

ρ

式中： 为参考有效平均主应力  kPa时所对

应的临界孔隙比； 为初始围压。将式 (8)代入

式 (9)中，可以得到 的具体表达式为：

ρ =
M2

M2+η2 (12)

结合式 (7)、式 (8)和式 (10)、式 (12)，进一

步可以得到表征土体超固结性的相似因子 R的演

化规律，有：

R−1 =
pr

p
2ρ · exp

(
1+ e0

λ− κ ε
p
v+

eΓ−e0−κ ln pic

λ− κ

)
(13)

1.4    分数阶剪胀方程

基于非线性的能量耗散方程， Roscoe和
Burland[1] 给出了如下MCC 模型的剪胀方程：

d =
dεp

v

dεp
s
=

M2−η2

2η
(14)

d dεp
v dεp

s式中： 为剪胀因子； 和 分别为塑性体积应

变增量和塑性剪切应变增量。

MCC剪胀方程无法反映温度和超固结性等外

部加载因素对土体剪胀特性的影响，同时对于超

固结重塑土，该剪胀方程预测的剪胀量要明显大
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于实测值。为此，联合式 (5)、式 (9)，本文基于

Caputo分数阶微分给出了一个新的剪胀方程：

d =
∂α f /∂pα

∂α f /∂qα
(15)

其中：

∂α f
∂pα
=

2M2 p2−α

Γ (3−α)
− M2 p0 p1−α

Γ (2−α)
(16)

∂α f
∂qα
=

2p2−α

Γ (3−α)
(17)

p0 = p[1+(η/M)2]由式 (8)、式 (12)可以得到 ，

将其代入式 (16)中，则式 (15)可改写为：

d =
αM2− (2−α)η2

2η2−α (18)

α = 1
α

α

可以看出，当 时，式 (18)可以直接退化

为 MCC模型的剪胀方程。通过建立 与温度或超

固结比之间的联系，本文所给出的分数阶剪胀方

程能够考虑不同外部加载因素对材料剪胀特性的

影响。值得注意的是， 的演化规律需要同时满足

以下两个条件：

η = M dη=M = 0

α

1) 当土体发生充分的剪切变形后进入到临界

状态时，需满足关系 和 ，根据式 (18)，
此时分数阶数 等于 1；

η = Md

Md α

dη=Md
= 0

2) 当材料当前的应力点位于剪胀线上 ( )
时，其中 为剪胀应力比，需要选取合适的 取

值，以满足条件 。

Md

对于超固结重塑土，Gao等[6, 38]
指出剪胀应力

比 与相似因子 R之间满足以下经验公式：

Md = MRm (19)

α

其中，m为与土体剪胀特性有关的模型参量。结

合该经验公式与条件 2，可以直接建立分数阶数

与相似因子 R两者之间的关系式：

α =
2R2m

1+R2m (20)

R= 1 α= 1
当土体进入临界状态时，土体内部的超固结

性被完全破坏，根据式 (20)有 且 ，因此

该演化规律自动满足条件 1。联合式 (18)和式 (20)，
可以最终得到适用于黏土的应力诱导分数阶剪胀

方程。该剪胀方程表明应力历史会对黏土的剪胀

特性产生显著的影响，并且需要在相应的土的弹

塑性本构关系中加以考虑。

η图 3给出了剪胀因子 d随剪应力比 和相似因

子 R的变化规律。可以看出，在相同的应力水平

下，d随着 R的增大而逐渐增大，即黏土的剪胀量

会随着超固结性的破坏而逐渐增大，与试验结果

保持一致。
 
 

0.2 0.4 0.6 0.8
剪应力比 η 相

似
因
子

 R

剪
胀

因
子

 d

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 0.0

0.2

0.4

0.6
0.8

1.0
−0.99

0.44

1.88

3.31

4.75

6.18

η图 3    剪胀因子 d随剪应力比 和相似因子 R变化规律

ηFig. 3    Evolution of dilatancy ratio d with shear stress ratio 
and similarity ratio R

 

 

2    分数阶下加载面模型

基于本文提出的应力诱导分数阶剪胀方程，

通过给定一个合理的下加载面硬化法则，可以直

接建立适用于黏土的分数阶下加载面模型。

2.1    下加载面和硬化法则

根据 Hashiguchi等[24 − 26]
的研究成果，本文假

定下加载面与正常固结屈服面具有相似的几何形

状，则下加载面屈服函数 f可以表示为：

f = (2p− p0)2+

(
2q
M

)2

− p2
0 = 0 (21)

p0 p

σ

其中， 为下加载面与 轴的交点，作为硬化参量

用于控制下加载面的大小。f关于 的分数阶微分

表达式为：

∂α f
∂σα
=

1
3

[
αM2 p2− (2−α)q2

Γ(3−α)pα

]
1+

√
3
2

[
2q2−α

Γ(3−α)

]
ξ

∥ξ∥
(22)

参考 Jocković和 Vukićević[34] 所建立的适用于

超固结重塑土的边界面模型，本文首先定义一个

软化因子 S，有：

S = ln
 2M2

d

M2
d +η

2

 (23)

η = Md

η>Md

软化因子 S能够直观反映在加载过程中材料

当前的应力点与剪胀线之间的位置关系：当材料

当前的应力点位于剪胀线上 ( )时，根据

式 (23)有 S=0；若当前的应力点位于剪胀线上方

( )时有 S<0；反之则可以得到 S>0。对于正
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S = ln[2M2/M2+η2]
常固结重塑土，软化因子 S的表达式可以改写为

，此时 S可用于描述材料当

前应力点与临界状态线之间位置关系。

进一步，本文假定下加载面的硬化法则具有

如下表达式:

dp0 =
1+ e0

λ− κ p0

(
1− lnR

RS

)
dεp

v (24)

p−q p

当 R=1时，式 (24)将退化为 MCC模型的硬

化法则，此时正常固结屈服面和下加载面重合，

并且以相同的速率在 平面沿着 轴运动。本文

模型所采用的硬化法则考虑了土体超固结特性对

其屈服面运动规律的影响，从而能够合理描述超

固结黏土的应变软化和剪胀特性。

eΓ e0 ν
λ κ

OCR

相比较MCC模型，本文所建立的分数阶下加

载面模型仅额外的引入了一个与土体剪胀特性相

关的模型参数 m。临界状态参数 ( 、 、 、M、

和 )可以根据常规的三轴压缩试验结果进行简单

标定。根据式 (20)，只有当土体超固结比 大

于 1时参数 m才会对模型计算结果产生影响，因

此可以采用本文模型对一组超固结重塑土的三轴

压缩试验结果进行拟合，从而得到 m的最佳取值。

2.2    模型实现

dε
dεp

v dεp
s dε = dεp

v+dεp
s

dεp
s

dσ

类似于传统弹塑性理论，分数阶弹塑性理论

假定总的应变增量 可以表示为弹性应变增量

和塑性应变增量 之和，即 ，

其中， 需要采用分数阶流动法则进行求解。根

据虎克定律，应力增量 可以表示为：

dσ = (Ce−CP) : dε (25)

Ce Cp

Ce K
μ

式中： 和 分别为弹性和塑性应力-应变张量；

符号“：”表示张量缩并。 是体积模量 和剪

切模量 的函数，具有如下表达式：

Ce = K1⊗1+2μ
(
I− 1

3
1⊗1

)
(26)

⊗
K

p ν
K μ

式中：I为四阶单位张量；符号“ ”表示张量乘

积。参考 MCC模型，假定 是关于当前孔隙比

e和有效平均主应力 的函数，引入泊松比 ，则

和 可以分别表示为：

K =
1+ e
κ

p,μ =
3
2

1−2ν
1+ ν

K (27)

Cp塑性应力-应变张量 可以采用如下表达式进

行迭代求解：

Cp =
Ce : ∂ f /∂σ⊗∂α f /∂σα : Ce

Kp+∂ f /∂σ : Ce : ∂α f /∂σα
(28)

Kp式中， 为塑性模量，其具体表达式可以根据协

调方程得到，有：

Kp = −
∂ f
∂p0

∂p0

∂ε
p
v

∂α f
∂αp

(29)

2.3    参数试验

OCR

这里主要探究参数 m的取值对模型计算结果

的影响。首先将数值试样各向同性固结至 800 kPa，
然后卸载至 100 kPa，从而形成 =8的超固结试

样。在此基础上分别选取不同的 m的取值开展三轴

压缩排水和不排水数值试验，模型参数如表 1所示。
 
 

表 1    模型参数敏感性试验材料参数
Table 1    Parameters used in model sensitive analysis

 

参数名称 参数取值

eΓ参考临界状态孔隙比 1.23

e0初始孔隙比 0.83

泊松比ν 0.2

临界状态剪应力比M 0.94

压缩模量λ 0.093

回弹模量κ 0.02

剪胀特性相关模型参数m 0.0、0.3、0.6和0.9
 
 

Md

模型参数 m对超固结重塑土的三轴压缩排水

试验模型计算结果的影响如图 4所示。根据图 4(a)，
该试样的峰值强度随着 m值的增大而减小，体应

变的剪胀量则逐渐增大。图 4(b)给出了不同 m值

对材料剪胀曲线的影响，可以看出，随着 m值的

增大，该试样的剪胀应力比 逐渐减小，而 m不

会对材料的临界状态剪应力比产生影响。

模型参数 m对超固结重塑土的三轴压缩不排水

试验模型计算结果的影响如图 5所示。根据图 5(a)，
该试样的不排水抗剪强度随着 m值的增大而减

小，随着 m值的进一步增大，材料的不排水抗剪

强度甚至会小于其临界强度，该现象与密实砂土

的应力-应变曲线变化特点具有某种相似性
[22]
。图 5(b)

给出了 m对该试样的应力路径的影响。

3    模型验证

为了进一步验证本文所建立的分数阶下加载

面模型的适用性，采用该模型分别对 Black Kaolin
黏土

[39]
和 Fujinomori黏土

[29]
的三轴压缩试验结果

进行模拟，重点探究土体超固结性对其剪胀特性

的影响，模型参数如表 2所示。

图 6给出了 Black Kaolin黏土的三轴压缩排水

试验结果和模型计算结果，其中，Black Kaolin黏

112 工　　程　　力　　学



OCR

e0

土的加载围压分别为 100 kPa、200 kPa、400 kPa
和 800 kPa，且 分别为 8、4、2和 1。在不同的

围压下，Black Kaolin黏土的初始孔隙比 分别为

1.09、1.06、0.94和 0.91。根据图 6(a)和图 6(b)，
 

表 2    模型参数敏感性试验材料参数

Table 2    Parameters used in model sensitive analysis
 

土体名称
eΓ

参考临界状态

孔隙比

泊松

比ν
临界状态

剪应力比M
压缩

模量λ

回弹

模量κ
剪胀特性相关

模型参数m
Black Kaolin

黏土
1.65 0.2 0.83 0.244 0.079 0.2

Fujinomori
黏土

1.23 0.2 1.36 0.093 0.020 0.9

 

体
积

应
变

 ε
v /(%

)

0 10 20 30
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轴向应变 εa/(%)

剪
应

力
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 η
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(a) 应力-应变曲线与体积变形曲线
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(b) 剪胀曲线

图 4    参数 m三轴压缩排水试验模型计算结果的影响

Fig. 4    Effect of parameter m on drained
triaxial test model predictions

 

 

0 5 10 15 20
0.0

0.5

1.0

1.5

剪
应

力
比

 η

轴向应变 εa/(%)

m=0.0
m=0.3
m=0.6
m=0.9

(a) 剪应力比 η 与轴向应变 εa
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图 5    参数 m三轴压缩不排水试验模型计算结果的影响

Fig. 5    Effect of parameter m on undrained
triaxial test model predictions
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图 6    Black Kaolin黏土试验结果与模型计算结果对比

Fig. 6    Comparison between experimental data and model
predictions of Black Kaolin clay
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OCR

Md OCR

OCR

模型计算结果与试验结果具有良好的相关性。当

=8时，由于应力历史的影响，Black Kaolin
黏土的应力-应变曲线表现出明显的应变软化特

点；在加载的初始阶段，土体的孔隙比 e逐渐减

小，产生剪缩变形，随着剪切破坏的进一步发生，

e开始反向增加并伴随着剪胀现象的发生。Black
Kaolin黏土在不同围压下的剪胀曲线如图 6(c)所
示，可以看出土体的剪胀应力比 随着 的增

大而增大，同时在 =4，8的情况下，土体会

发生明显的剪胀变形。进一步，图 7给出了本文

OCR
e0

OCR

OCR
OCR

模型对 Fujinomori黏土的平均主应力一定的三轴

压缩试验结果的模拟结果，其中，Fujinomori黏土

的平均主应力分别为 98 kPa、196 kPa、196 kPa和
196 kPa，且 分别为 8、4、2和 1。在不同的

围压下，Fujinomori黏土的初始孔隙比 分别为

0.727、0.713、0.76和 0.81。根据图 7(a)和图 7(b)，
可以看出本文模型能够较好的描述 Fujinomori黏
土的应力-应变和体积变形特点。当 =8时，本

文模型计算得到的峰值强度所对应的轴向应变明

显偏大，存在 20%左右的误差，此时计算得到的

体应变剪胀量也相应偏大。值得注意的是，相比

常规的三轴压缩不排水试验，在平均主应力一定

的情况下，模型计算得到剪胀曲线呈现出完全不

同的变化特点。如图 7(c)所示，在加载的初始阶

段，剪胀因子 d会逐渐增大，在达到峰值后反向

减小，当 大于 1时，d会减小至负值，此时

土体发生剪胀破坏，随着 的增大，该趋势将

更加明显。

从上述分析可以看出，本文建立的模型能够

合理地反映超固结重塑土的应变软化和剪胀特

性，进而对土体应力-应变和体积变形特点进行准

确的描述。此外，本文模型的计算结果表明，超

固结性会对土体的剪胀特性产生影响。

4    结论

本文基于 Caputo微分方法提出了分数阶应力

诱导剪胀方程以考虑超固结性对土体剪胀特性的

影响，在此基础上引入了下加载面的力学概念，

从而建立了适用于超固结重塑土的分数阶下加载

面模型。通过将模型计算结果与试验结果进行对

比分析，初步验证了该模型的合理性，主要结论有：

(1)基于 Caputo 分数阶微分方法，可以在不引

入塑性势函数的情况下得到一个新的分数阶塑性

流动法则，该流动法则能够合理地描述塑性流动

方向与土体屈服面之间的非正交性，进而统一地

描述相关联和非相关联的塑性流动法则。

(2)基于分数阶塑性流动法则，可以给出适用

于黏土的分数阶应力诱导剪胀方程。由于分数阶

数是关于表征超固结程度的相似因子的函数，因

此本文提出的剪胀方程能够考虑超固结性对黏土

剪胀特性的影响。

(3)通过引入下加载面的力学概念并且给出相

应的硬化法则，本文所建立的分数阶下加载面模
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图 7    Fujinomori黏土试验结果与模型计算结果对比

Fig. 7    Comparison between experimental data and model
predictions of Fujinomori clay
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型能够准确地描述超固结黏土的应变软化和剪胀

特性。相比较 MCC 模型，本文模型仅额外地引入

了一个与土体剪胀特性有关的材料参数。
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