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基础竖向多频参数激励下圆弧拱

平面内动力失稳研究

钟子林1,2，刘爱荣1

(1. 广州大学风工程与工程振动研究中心，广东，广州 510006；2. 广州铁路职业技术学院，广东，广州 510430)

摘    要：地震波、冲击波、环境振动激励会通过地基基础传递到拱上，致使拱发生动力失稳失去承载能力。为

深入研究拱在基础竖向激励下的动力稳定性，该文基于能量法，建立了基础竖向激励下圆弧拱平面内动力稳定

能量方程，利用哈密顿原理得到了拱面内径向和切向振动的耦合控制方程，求解了圆弧拱平面内失稳前的动轴

力与动弯矩解析解。引入拱轴线不可压缩假设，解决了圆弧拱平面内动力控制方程的解耦问题。利用伽辽金法

建立了基础竖向多频激励下圆弧拱平面内二阶常微分动力稳定方程，运用多尺度法推导了基础竖向多频激励下

圆弧拱平面内动力失稳的临界激励频率解析公式，得到了圆弧拱同时发生一阶反对称参数共振和二阶正对称共

振失稳的动力不稳定域，并利用有限元数值分析验证了理论解析解的正确性。进一步分析了拱矢跨比、长细比

和圆心角对动力不稳定域的影响。
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STUDIES ON IN-PLANE DYNAMIC INSTABILITY OF VERTICALLY AND
PARAMETRICALLY BASE MULTI-FREQUENCY EXCITED

CIRCULAR ARCHES

ZHONG Zi-lin1,2 , LIU Ai-rong1

(1. Research Centre for Wind Engineering and Engineering Vibration, Guangzhou University, Guangzhou, Guangdong 510006, China;

2. Guangzhou Railway Polytechnic, Guangzhou, Guangdong 510430, China)

Abstract:  Seismic wave, shock wave and the ambient vibration excitation may be transmitted to an arch through
the base, resulting in the dynamic instability and the loss of bearing capacity of the arch. In order to deeply study
the dynamic stability  of  the  arch under  a  vertical  base  excitation,  the  energy equations  of  the  in-plane dynamic
stability  of  the  circular  arch  under  a  vertical  base  excitation  are  established  based  on  the  energy  method.  The
coupled governing equations of the in-plane radial and tangential vibration of the investigated arch are obtained
by  using  Hamilton  principle.  The  analytical  solutions  of  the  dynamic  axial  forces  and  the  dynamic  bending
moments  prior  to  the  in-plane  dynamic  instability  are  solved.  For  decoupling  the  in-plane  dynamic  governing
equation,  it  is  assumed  that  the  arch  is  incompressible.  Using  the  Galerkin  method,  the  in-plane  second-order
ordinary  differential  dynamic  stability  equations  of  the  circular  arch  under  a  vertical  base  multi-frequency
excitation are established. The analytical equations of critical excitation frequencies of the circular arch under a
vertical  base  multi-frequency  excitation  are  derived  via  the  multi-scale  method,  and  the  dynamic  instability
regions  for  the  simultaneous  first-order  antisymmetric  parametric  resonance  and  second-order  symmetric
resonance instability of the circular arch verified by FEA are determined accordingly. Furthermore, the influences
of span ratio, slenderness ratio and central angle on the dynamic instability region are analyzed. 
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拱结构具有造型美观、跨越能力强和承载能

力大等优点，被广泛应用于建筑工程，如巴黎圣

日内维耶图书馆和沈阳西站候车室的屋盖等；桥

梁工程，如广西平南县拱桥和卢浦大桥等；水利

工程，如美国科罗拉多河葛兰大坝和日本的黑部

大坝等；机械和航空工程，如拱形吊车梁、曲梁

构件和拱形机舱骨架等。在外部环境激励下，拱

可能会发生大幅度振动，当外部激励达到临界失

稳频率，拱将发生剧烈振动而导致失稳。不同激

励幅值下的临界激励频率围成拱的动力不稳定

域，可预测拱在外部参数激励下的稳定性。由于

外部激励持续变化，可能诱发拱发生多种类型的

动力失稳。动力不稳定域的域宽和分布非常复

杂，如何准确计算拱的动力不稳定域并分析其随

各种参数的变化规律，优化拱的设计参数，以避

免其落入动力不稳定域，是当前研究的难点。

研究发现，当动力荷载的激振参数 (频率、幅

值等)与拱的振动频率满足一定条件时，拱的位移

将会突然增加，发生动力失稳。例如，当外荷载

的激振频率是拱自振频率的 2倍时，拱的位移突

然呈指数增长，发生参数共振失稳。Bolotin[1] 在
其著作中针对径向均布荷载作用下的两端铰接圆

弧拱进行了解析推导，给出了拱平面内反对称参

数共振失稳域的求解方法。在 Bolotin的研究基础

上，Sophianopoulos等[2] 首次推导了简谐荷载作用

下两端铰接悬链线拱的Mathieu-Hill常微分运动方

程，并利用 Bolotin法得到了悬链线拱参数动力失

稳的临界频率域。王连华等[3] 考虑了几何缺陷的

影响，推导了周期动力荷载作用下拱的运动方

程，并从李雅普诺夫稳定性原理出发，得到了李

雅普诺夫指数，研究了激励频率与缺陷大小对拱

平面内动力稳定性的影响，但未分析拱动力失稳

域的分布规律。为此，赵洪金和董宁娟针对不同

设计参数拱的参数动力失稳开展了系列的研究。

首先，赵洪金等[4] 利用哈密顿原理和伽辽金法推

导了两端铰接圆弧格构拱的运动方程，通过

Bolotin法求解了拱的面内一阶反对称动力失稳

域，并分析了不同缀条面积、半径和夹角等对不

稳定域大小的影响；然后，赵洪金等[5] 采用类似

的方法分析了剪切变形对圆弧深拱动力不稳定域

的影响；董宁娟和赵洪金[6 − 7] 利用 Bolotin法和半

解析法求解得到了径向均布荷载作用下开口薄壁

与闭口薄壁圆弧拱的平面内一阶反对称动力失稳

域。以上研究未考虑非线性振动、阻尼、附加配

重等参数对圆弧拱动力稳定性的影响，且未开展

实验研究验证理论解析解的正确性[8]。为进一步揭

示圆弧拱动力失稳机理，Liu和 Yang等[9] 基于能

量法推导了拱顶集中简谐荷载作用下固接圆弧拱

平面内的动力方程，求解了圆弧拱平面内反对称

参数共振失稳的动力不稳定域，进一步利用激振

器生成简谐波，开展了扫频实验获得了拱的动力

不稳定域，分析了矢跨比、附加质量对动力不稳

定域的影响规律。此外，Liu和 Lu等[10] 发现，拱

在集中简谐荷载作用下，当激振频率大约为拱面

外自振频率的 2倍左右时，拱从原来的面内平衡

位置突然过渡为面外平衡状态并发生大幅度的弯

扭振动。为从理论的角度解释这一现象，他们基

于能量法，同时考虑了阻尼和非性振动的影响，

推导了拱顶集中简谐荷载作用下固接圆弧拱平面

外的动力平衡微分方程，求解了圆弧拱平面外弯

扭参数共振失稳的动力不稳定域，分析了动力不

稳定域的域宽与分布随矢跨比、附加配重和阻尼

比的变化规律以及非线性振动规律。此外，他们

还设计了圆弧拱实验模型进行激振实验，验证了

理论解的正确性，并揭示了拱顶集中简谐荷载作

用下圆弧拱平面外动力失稳机理。Zhong和 Liu等[11]

利用哈密顿原理与伽辽金法建立了沿拱轴线竖向

均匀分布简谐荷载作用下圆弧拱的动力数学模

型，推导了周期为 T和 2T的圆弧拱参数共振失稳

域的解析表达式，分析了静载、阻尼比和矢跨比

对动力不稳定域域宽与分布的影响，通过建立有

限元瞬态动力分析模型验证了理论解析的正确

性。为探索冲击荷载下圆弧拱的动力失稳问题，

Liu和 Yang等[12] 建立了径向任意阶跃动荷载作用

下圆弧拱的非线性运动方程，得到了圆弧拱的动

力失稳荷载解析解，分析了荷载位置对拱动力屈

曲行为的影响。Yang和 Liu等[13] 研究了集中阶跃

荷载作用下 FG-GPLRC拱的非线性动力屈曲，探

究了 GPLs 分布模式、质量分数和几何尺寸对 FG-
GPLRC拱动力屈曲的影响，结果表明 GPLs 能够
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显著提高 FG-GPLRC拱的动力屈曲临界荷载。跌

落冲击荷载往往携带巨大的能量，但其对拱的动

力屈曲行为还需要进一步研究。Yang和 Liu等[14]

基于能量守恒原理建立了高空跌落重物冲击下圆

弧拱动力平衡方程，将重物势能转化为动能，分

析了拱长细比、冲击重量与速度对圆弧拱动力失

稳的影响。

以上研究成果均未涉及基础激励下拱动力失

稳问题。而基础激励在工程中随处可见，例如水

下钻孔、地震、航道、隧道等爆破产生的冲击

波、大型轮船运行时产生的水击波、地铁运行产

生的振动等，是导致拱发生动力失稳的主要元凶

之一。然而基础激励下拱的失稳机理尚不明晰，

相关研究很少公开报道。只有，Chen等[15] 将水平

简谐荷载施加在正弦浅拱的一端可动支座上，通

过实验观察拱的平面内非线性振动行为，但未测得

拱动力失稳的临界激励频率。此外，Zhong和 Liu [16]

针对基础竖向激励下圆弧拱平面外参数共振失稳

进行了理论推导，分析了不同矢跨比、圆心角、

长细比、阻尼比对圆弧拱平面外参数共振失稳临

界激励频率的影响，并提出了一种临界激励频率

的实验测试方法，发现了圆弧拱发生参数共振失

稳时振动频率的跳跃行为，实验结果验证了理论

解的正确性。

然而，在实际工程中，基础激励多为多频激

励，即结构基础同时受到 2个或以上激励源的作

用，比如邻近桥梁的基础同时受到隧道开挖过程

中机械本身产生的振动激励与机械运动导致地面

振动的激励，多艘轮船同时产生多个水击波对桥

梁基础的激励等。基础多频激励会导致拱复杂的

动力失稳行为。与基础单频激励作用下圆弧拱的

动力失稳相比，多频激励下运动方程求解过程更

为复杂，需考虑多个谐波分量之间的相互作用关

系。此外，不同激励幅值和激励频率的组合将会

影响动力不稳定域的域宽与分布规律，可能出现

共振与参数共振交替出现或模态混叠的现象。因

此本文针对基础竖向多频激励下圆弧拱的平面内

动力稳定性展开深入的研究。 

1    运动方程
 

1.1    平面内能量方程

V̈t

图 1(a)为基础竖向激励下圆弧拱的计算简

图，其中 为基础竖向加速度激励，弧长和矢高

v (φ, t) w (φ, t)

分别表示为 S和 f，圆弧拱的圆心半角、半径和跨

径分别表示为 Θ、R和 L。以截面形心为主轴，采

用形心的径向位移 和切向位移 表征圆

弧拱在给定基础激励下的面内变形。图 1(b)为圆

弧拱的截面以及相应的主轴坐标系 xoy，其中截面

的高度和宽度分别表示为 h和 b，P为截面上任意

一点。图 1(c)为圆弧拱的一阶反对称和二阶正对

称失稳模态。
 
 

(c) 一阶反对称和二阶正对称失稳模态

S

Θ Θ

L

x

yo 。

P

Vt

R

..

Vt

..

o

h

bφ

(a) 计算简图 (b) 截面主轴坐标系

v (φ, t)

w (φ, t)

图 1    基础竖向激励下圆弧拱动力系统

Fig. 1    Dynamic system of the circular arch under
a vertical base excitation

 

 

基础竖向激励下圆弧拱截面上任意一点 P的

应变函数可表示为[17 − 18]：

εp=εp,m+εp,b (1)

式中：

εp,m=w̃′ (φ, t)− ṽ (φ, t) (2)

εp,b=− yp
ṽ′′ (φ, t)+ w̃′ (φ, t)

R
(3)

( )′=∂ ( )/∂φ
w̃ (φ, t) =w (φ, t)/R, ṽ (φ, t) =

v (φ, t)/R yp

w̃ (φ, t)、ṽ (φ, t) w̃、ṽ

式 (2)~式 (3)： ，拱的径向和切向位移

分别表示为无量纲形式

； 为拱截面点 P的 y方向坐标，在以下

推导过程中 缩写为 。

ℓi

忽略剪切变形与截面转动惯量的影响，基础

竖向激励下圆弧拱的平面内 Lagrangian方程 可表

示为：

ℓi=T − (U +Wd +WN) (4)

式中，拱的动能 T可表示为：

T=
1
2
ρAR3

w Θ

−Θ
( ˙̃V2+ ˙̃W2)dφ (5)

Ṽ W̃式中， 和 分别为动力系统的总径向和轴向位

移，表示为：

Ṽ=ṽ+ Ṽt cos(φ) , W̃=w̃+ Ṽt sin(φ) (6)
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Ṽt=Vt/R式中， 为无量纲基础位移。应变势能 U可

以表示为：

U=
1
2

w Θ

−Θ

[
EAR(w̃′− ṽ)2

+
EIx

R
(ṽ′′+ w̃′)2

]
dφ (7)

WN

式中，E、A、Ix 分别为圆弧拱的弹性模量、截面

面积、截面惯性矩，由动轴力引起的内力做功

可表示为：

WN=
1
2

w Θ

−Θ

[
N (φ, t)

(
ṽ′+ w̃

)]
dφ (8)

此外，非保守力阻尼做功可表示为：

Wd=
w Θ

−Θ
(Fdṽṽ+Fdw̃w̃)R2dφ (9)

Fdṽ = Rξn ˙̃v、Fdw̃ = Rξn ˙̃w ξn

ξn= 2ρAωnζn ρ、ωn、ζn

ζn

式中，圆弧拱的径向和切向粘性阻尼力分别等于

阻尼系数与圆弧拱径向和切向振动速度的乘积，

即 ，其中 为第 n阶模态

的阻尼系数， ， 分别为圆弧

拱质量密度、第 n阶固有频率、第 n阶阻尼比，

其中 可通过下式计算得到：

ζn =
1

2π j
[ln(Ati,n+A′t(i+1),n)−

ln(At(i+ j),n+A′t(i+ j+1),n)] (10)

Ati,n、At(i+ j),n

A′t(i+1),n

A′t(i+ j+1),n

式中： 分别为圆弧拱平面内自由衰

减振动时 ti时刻和 t(i+j)时刻的幅值， 、

分别为圆弧拱平面内自由衰减振动 t(i+1)
时刻和 t(i+j+1)时刻的幅值。 

1.2    平面内动力平衡方程

基础竖向激励下圆弧拱平面内的动力平衡方

程可由哈密顿原理以及变分运算得到，由哈密顿

原理可得：w t2

t1

δℓidt =
w t2

t1

δ (T −U −WN−Wd)dt= 0 (11)

式 (11)满足以下条件：

δṽ = δw̃ = 0, 当t = t1, t2; −Θ≤φ≤Θ (12)

式中，t1、t2 为任意时间。

将式 (5)、式 (7)~式 (9)代入式 (11)，运用式 (12)
的条件以及变分运算法则，可得由无量纲径向和

切向位移控制的平面内动力方程：

ρAR3 ¨̃v+FdṽR2−EAR(w̃′− ṽ)+
EIx

R
(ṽ′′′′+ w̃′′′)+

ρAR3 ¨̃V t cos(φ)− [N(φ, t)(ṽ′+ w̃)]′ = 0 (13)

ρAR3 ¨̃w−EAR(w̃′′− ṽ′)+ρAR3 ¨̃V t sin(φ)+
EIx

R
(ṽ′′′+ w̃′′)+N(φ, t)(ṽ′+ w̃)+Fdw̃R2 = 0 (14)

¨̃V t式 (13)和式 (14)中： 为为无量纲加速度激励；

( )′ = ∂ ( )/∂φ, (̇ ) = ∂ ()/∂t。

式 (13)~式 (14)表示的动力系统的边界条件和

运动初始条件为：

ṽ (φ, t) = 0, w̃ (φ, t) = 0, ṽ′ (φ, t) = 0,
w̃′ (φ, t) = 0 φ=±Θ (15)

ṽ (φ, t) = 0, w̃ (φ, t) = 0, ˙̃v (φ, t) = 0,
˙̃w (φ, t) = 0 t=t0 (16)

对耦合方程式 (13)~式 (14)进行解耦计算，得：

∂

∂φ
(Lṽṽ+Lw̃w̃)+R2

(
∂

∂φ
Fdṽ−Fdw̃

)
−

Hṽṽ−Hw̃w̃−
{
∂2

∂φ2

[
N (φ, t)

(
ṽ′+ w̃

)]
+

N (φ, t)
(
ṽ′+ w̃

)}
+

ρAR2 ¨̃V t

[
∂

∂φ
cos(φ)− sin(φ)

]
= 0 (17)

式中：

Lṽ=ρAR3 ∂
2

∂t2 +EAR+
EIx

R
∂4

∂φ4 ,

Lw̃=−EAR
∂

∂φ
+

EIx

R
∂3

∂φ3 ,

Hṽ=EAR
∂

∂φ
− EIx

R
∂3

∂φ3 ,

Hw̃=ρAR3 ∂
2

∂t2 −EAR
∂2

∂φ2 −
EIx

R
∂2

∂φ2 (18)

w̃′− ṽ= 0同时，引入拱轴线不可压缩的条件[19]： ，

则基础竖向激励下圆弧拱的平面内动力平衡方程

可表示为：

ρAR3( ¨̃w′′− ¨̃w)+
ρAωn∆nR3

π
( ˙̃w′′− ˙̃w)+

EIx

R
(w̃(6)+2w̃′′′′+ w̃′′)−2ρAR3 ¨̃V t sin(φ)−

[N′′(φ, t)(w̃′′+ w̃)+2N′(φ, t)(w̃′′′+ w̃′)+
N(φ, t)(w̃′′′′+2w̃′′+ w̃)] = 0 (19)

式中，Δn 为拱第 n阶模态自由衰减振动的衰减率。
 

2    基础竖向激励下圆弧拱平面内的

动内力

基础竖向激励产生的圆弧拱动轴力与动弯矩

可表示为：

N (φ, t) = −
w

A
Eεp dA = −EA

[
w̃′ (φ, t)− ṽ (φ, t)

]
(20)

M (φ, t)=−
w

A
EεpydA=−EIx

R
[
ṽ′′ (φ, t)+ w̃′ (φ, t)

]
(21)
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将式 (20)~式 (21)代入式 (13)~式 (14)中，忽

略内力做功，得：

ρAR2V̈t cos(φ)+N (φ, t)R−M′′ (φ, t) = 0 (22)
ρAR2V̈t cos(φ)+N′ (φ, t)R−M′ (φ, t) = 0 (23)

求解式 (22)~式 (23)表示的动力方程组，并根

据边界条件求得相应的积分系数，可得：

N (φ, t) = ρARV̈t
[
(D1−1)cos(φ)−φsin(φ)

]
(24)

M (φ, t)=ρAR2V̈t
[
(2−D1)cos(φ)+φsin(φ)+D2

]
(25)

式 (24)~式 (25)中，D1、D2 分别为：

D1 = −
[(Θ2AR2+Θ2Ix)−6AR2]cos(2Θ)− 9

2

(
AR2+

1
3

Ix

)
Θsin(2Θ)+ (−4AR2−2Ix)Θ2+6AR2

4AR2 cos(2Θ)+2Θ(AR2+ Ix) sin(2Θ)+ (4AR2+4Ix)Θ2−4AR2 (26)

D2 =
[AR2(8Θ2−1)+8IxΘ

2−3Ix]cos(Θ)− (AR2+3Ix)[4Θsin(Θ)− cos(3Θ)]
4Θ(AR2+ Ix) sin(2Θ)+8AR2 cos(2Θ)+ (8Θ2−8)AR2+8IxΘ2 (27)

 

3    求解动力不稳定域

圆弧拱的切向位移函数可表示为[20 − 21]：

w̃ (φ, t)=
∞∑

n=1

fn (t)ψn (φ) (28)

式中，fn(t)、 ψn(ϕ)分别为圆弧拱的空间坐标和模

态函数。选取面内前两阶模态 (一阶反对称、二阶

正对称)作为圆弧拱动力失稳分析对象，将式 (28)
代入基础竖向激励下圆弧拱的平面内动力平衡方

程式 (19)，运用伽辽金法对动力平衡方程进行离

散分析，并采用多尺度法[22] 进行求解，可得前两

阶模态的常微分干扰方程为：

f̈1 (t)+εΓ11 ḟ1 (t)+Γ12 f1 (t)−εΓ̂13̃V̈ t f1 (t) = 0 (29)

f̈2 (t)+εΓ21 ḟ2 (t)+Γ22 f2 (t)−εΓ̂23̃V̈ t f2 (t)=εF̂̃V̈ t (30)

式 (29)~式 (30)中，ε为远小于 1的小参数，

其余系数的表达式为：

Γ11 =
∆1ω1

επ
(31)

Γ12 =
EIx

ερAR4 ·w Θ

−Θ
[ψ(6)

1 (φ)+2ψ(4)
1 (φ)+ψ′′1 (φ)]ψ1(φ)dφw Θ

−Θ
[ψ′′1 (φ)−ψ1(φ)]ψ1(φ)dφ

(32)

Γ̂13 =

{w Θ

−Θ
N′′(φ)[ψ′′1(φ)+ψ1(φ)]ψ1(φ)dφ+

2
w Θ

−Θ
N′(φ)[ψ′′′1(φ)+ψ′1(φ)]ψ1(φ)dφ+w Θ

−Θ
N(φ)[ψ(4)

1 (φ)+2ψ′′1(φ)+ψ1(φ)]ψ1(φ)dφ
}/

{
ερAR4

w Θ

−Θ
[ψ′′1(φ)−ψ1(φ)]ψ1(φ)dφ

}
(33)

Γ21 =
∆2ω2

επ
(34)

Γ22=
EIx

w Θ

−Θ
[ψ(6)

2 (φ)+2ψ(4)
2 (φ)+ψ′′2 (φ)]ψ2(φ)dφ

ερAR4
w Θ

−Θ
[ψ′′2 (φ)−ψ2(φ)]ψ2(φ)dφ

(35)

Γ̂23 =

{w Θ

−Θ
N′′(φ)[ψ′′2 (φ)+ψ2(φ)]ψ2(φ)dφ+

2
w Θ

−Θ
N′(φ)[ψ′′′2(φ)+ψ′2(φ)]ψ2(φ)dφ+

2
w Θ

−Θ
N(φ)[ψ(4)

2 (φ)+2ψ′′2 (φ)+ψ2(φ)]ψ2(φ)dφ
}/

{
ερAR4

w Θ

−Θ
[ψ′′2 (φ)−ψ2(φ)]ψ2(φ)dφ

}
(36)

F̂ =
2

R2ε

w Θ

−Θ
sin(φ)ψ2(φ)dφw Θ

−Θ
[ψ′′2 (φ)−ψ2(φ)]ψ2(φ)dφ

(37)

N (φ) = ρAR
[
(D1−1)cos(φ)− sin(φ)

]
(38)

运用多尺度法对式 (29)~式 (30)进行二阶近似

计算，引入时间尺度，Tn=εnt，时间尺度微分计算

公式为[22]：

∂

∂t
= D0+εD1+ε

2D2+o(ε3) ,

∂2

∂t2 = D2
0+2εD0D1+ε

2(D2
1+2D0D2)+o(ε3) (39)

Dn = ∂/∂Tn式 (39)中， 。

将 fn(t) (n=1, 2) 扩展为 ε的幂级数形式，其二

阶近似可表示为：

f1(t;ε) = f10(T0,T1,T2)+ε f11(T0,T1,T2)+

ε2 f12(T0,T1,T2)+o(ε3) (40)

f2(t;ε) = f20(T0,T1,T2)+ε f21(T0,T1,T2)+

ε2 f22(T0,T1,T2)+o(ε3) (41)

将式 (40)~式 (41)代入式 (29)~式 (30)，使 ε的

同次幂项系数等于 0，有：
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ε0 :

D2
0 f10+Γ12 f10 = 0 , D2

0 f20+Γ22 f20 = 0 (42)

ε1 :

D2
0 f11+Γ12 f11 =

−2D0D1 f10−Γ11D0 f10+ Γ̂13 f10V̈t,

D2
0 f21+Γ22 f21 =

−2D0D1 f20−Γ21D0 f20+ (Γ̂23 f20+ F̂)V̈t (43)

ε2 :

D2
0 f12+Γ12 f12=−2D0D1 f11−D2

1 f10−
2D0D2 f10−Γ11D0 f11−Γ11D1 f10+Γ̂13 f11V̈t ,

D2
0 f22+Γ22 f22=−2D0D1 f21−D2

1 f20−
2D0D2 f20−Γ21D0 f21−Γ21D1 f20+Γ̂23 f21V̈t (44)

式 (42)的解可以表示为以下形式：

f10 (T0,T1,T2) = A1 (T1,T2)eiω1T0 + Ā1 (T1,T2)e−iω1T0 ,

f20 (T0,T1,T2) = A2 (T1,T2)eiω2T0 + Ā2 (T1,T2)e−iω2T0

(45)

不失一般性地假设圆弧拱基础受到的竖向多

频激励为双余弦简谐激励，即：

˜̈V t = Pt1 cos(Ω1t)+Pt2 cos(Ω2t) (46)

将式 (45)~式 (46)分别代入式 (43)，可得：

D2
0 f11+Γ12 f11 =[
−2i

∂

∂T1
A1(T1,T2)ω1− iΓ11A1(T1,T2)ω1

]
eiω1T0

1
2

[Γ13Pt1A1(T1,T2)ei(Ω1+ω1)T0+

Γ13Pt1Ā1(T1,T2)ei(Ω1−ω1)T0 ]+
1
2

[Γ13Pt2A1(T1,T2)ei(Ω2+ω1)T0+

Γ13Pt2Ā1(T1,T2)ei(Ω2−ω1)T0 ]+C.C. (47)

D2
0 f21+Γ12 f21 =

−2i
∂

∂T1
A2(T1,T2)ω2eiω2T0 − iΓ21A2(T1,T2)ω2eiω2T0+

1
2
Γ23Pt1[A2(T1,T2)ei(Ω1+ω2)T0 + Ā2(T1,T2)ei(Ω1−ω2)T0 ]+

1
2
Γ23Pt2[A2(T1,T2)ei(Ω2+ω2)T0+

Ā2(T1,T2)ei(Ω2−ω2)T0 ]+
1
2

F[Pt1eiΩ1T0 +Pt2eiΩ2T0 ]+C.C. (48)

Γ̂13 = Γ̂13,Γ23 = Γ̂23,F = F̂式 (47)~式 (48)中： ；C.C.
表示给出项对应的复共轭项。

当圆弧拱基础受到竖向多频激励时，圆弧拱

会发生多种形式的联合共振失稳。其中，当基础

双余弦激励同时激发圆弧拱发生一阶反对称参数

共振失稳、二阶正对称共振失稳时，根据多尺度

分析法[22]，可引入 3个调谐参数 σ1、σ2、σ3，分

别表示圆弧拱动力系统的干扰条件，即：

Ω1=2ω1+εσ1, Ω2=2ω1+εσ2,ω2=2ω1+εσ3 (49)

将式 (49)代入式 (47)~式 (48)，消除相应的久

期项，可得：

−2i
∂

∂T1
A1 (T1,T2)ω1− iΓ11A1 (T1,T2)ω1+

1
2
Γ13Ā1 (T1,T2) (Pt1eiσ1T1 +Pt2eiσ2T1 ) = 0 (50)

−2i
∂

∂T1
A2 (T1,T2)ω2− iΓ21A2 (T1,T2)ω2+

1
2

FPt1ei(σ1−σ3)T1 = 0 (51)

因此，可得式 (47)~式 (48)的特解为：

f11 =−
Γ13Pt1A1 (T1,T2)ei(Ω1+ω1)T0

2Ω1 (Ω1+2ω1)
−

Γ13Pt2A1 (T1,T2)ei(Ω2+ω1)T0

2Ω2 (Ω2+2ω1)
+C.C. (52)

f21 =

− 1
2
Γ23Pt1A2(T1,T2)ei(Ω1+ω2)T0

Ω1(Ω1+2ω2)
− 1

2
FPt2eiΩ2T0

Ω2
2−ω2

2

−

1
2
Γ23Pt1Ā2(T1,T2)ei(Ω1−ω2)T0

Ω1(Ω1−2ω2)
− 1

2
FPt2e−iΩ2T0

Ω2
2−ω2

2

−

1
2
Γ23Pt2A2(T1,T2)ei(Ω2+ω2)T0

Ω2(Ω2+2ω2)
+C.C.−

1
2
Γ23Pt2Ā2(T1,T2)ei(Ω2−ω2)T0

Ω2(Ω2−2ω2)
(53)

将式 (45)、式 (49)~式 (50)代入式 (44)，并根

据式 (49)给出的圆弧拱平面内动力失稳的干扰条

件，消除相应的久期项，可得：

−2i
∂

∂T2
A1(T1,T2)ω1−

∂2

∂T 2
1

A1(T1,T2)−

Γ11
∂

∂T1
A1(T1,T2)− 1

4
Γ2

13P2
t1A1(T1,T2)

Ω1(Ω1+2ω1)
−

1
4
Γ2

13P2
t2A1(T1,T2)

Ω2(Ω2+2ω1)
−1

4
Γ2

13Pt1A1(T1,T2)
Ω1(Ω1+2ω1)

ei(σ1−σ2)T1−

1
4
Γ2

13Pt2A1(T1,T2)
Ω1(Ω1+2ω1)

ei(σ2−σ1)T1 = 0 (54)
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−2i
(
∂

∂T2
A2 (T1,T2)

)
ω2−Γ21

(
∂

∂T1
A2 (T1,T2)

)
−

∂2

∂T 2
1

A2 (T1,T2)− 1
4
Γ2

23P2
t1A2 (T1,T2)

Ω1 (Ω1+2ω2)
−

1
4
Γ2

23P2
t1A2 (T1,T2)

Ω1 (Ω1−2ω2)
− 1

4
Γ2

23P2
t2A2 (T1,T2)

Ω2 (Ω2+2ω2)
−

1
2
Γ21FPt2Ω2

2Ω2
2−2ω2

2

ei(σ2−σ3)T1 − 1
4
Γ2

23P2
t2A2 (T1,T2)

Ω2 (Ω2−2ω2)
−

1
4
Γ2

23Pt2Pt1Ā2 (T1,T2)
Ω2 (Ω2−2ω2)

ei(σ1+σ2−2σ3)T1−

1
4
Γ2

23Pt2Pt1Ā2 (T1,T2)
Ω1 (Ω1−2ω2)

ei(σ1+σ2−2σ3)T1−

1
4
Γ2

23P2
t2Ā2 (T1,T2)

Ω2 (Ω2−2ω2)
ei(2σ2−2σ3)T1−

1
4
Γ2

23P2
t1Ā2 (T1,T2)

Ω1 (Ω1−2ω2)
ei(2σ1−2σ3)T1 = 0 (55)

An (T1,T2) (n = 1,2)

根据多尺度法的求解方法，通过构建 ε的幂级

数描述振幅 变化，即满足下式：

∂

∂t
A1(T1,T2) =

εD1A1(T1,T2)+ε2D2A1(T1,T2)+o(ε3) ,
∂

∂t
A2(T1,T2) =

εD1A2(T1,T2)+ε2D2A2(T1,T2)+o(ε3) (56)

An (T1,T2) (n = 1,2)

An (T1,T2) (n = 1,2)

通过考察动力方程不动点的稳定性，可以判

断定态周期解的稳定性。根据现有的研究可知，

振幅 可表示为极坐标的形式，

然而却不利于求解不动点的周期解，因此可将振

幅 写成直角坐标的形式，即：

A1 (T1,T2) =
[
p1 (T1,T2)+ iq1 (T1,T2)

]
eiλ1T2 ,

A2 (T1,T2) =
[
p2 (T1,T2)+ iq2 (T1,T2)

]
eiλ2T2 (57)

D1A1 · (T1,T2) D1A1 (T1,T2) D2A1 (T1,T2)

D2A1 (T1,T2)

根据式 (47)~式 (48)、式 (51)~式 (52)分别求

出 、 、 和

，将其代入式 (53)，并分离实部与虚部，

可得：

−2λ1ε
2ω1q1+εΓ11ω1 p1−

ε2Γ2
11

4
q1−

ε2Γ13Pt1σ1

4ω1
q1−

ε2Γ13Pt2σ2

4ω1
q1+

1
2
εΓ13Pt1q1+

1
2
εΓ13Pt2q1+

ε2Γ2
13P2

t2

32ω2
1

q1+
3ε2Γ2

13Pt1Pt2

32ω2
1

q1+
3ε2Γ2

13Pt1Pt2

16ω2
1

q1 = 0

(58)

−2λ1ε
2ω1 p1−

ε2Γ2
11

4
p1+

3ε2Γ2
13P2

t1

32ω2
1

p1+
3ε2Γ2

13P2
t2

32ω2
1

p1−

1
2
εΓ13Pt1 p1−

1
2
εΓ13Pt2 p1−εΓ11ω1q1+

3ε2Γ2
13Pt1Pt2

16ω2
1

p1+
ε2Γ13Pt1σ1

4ω1
p1+

ε2Γ13Pt2σ1

4ω1
p1 = 0

(59)

ε2FPt1(σ1−σ3)
8ω2

2

− εFPt1

4ω2
−
ε2Γ2

21

8ω2
p1+

ε2Γ2
23Pt1Pt2

8ω1ω2(2ω1−2ω2)
p1− λ2ε

2 p1−
1
2
εΓ21q1+

ε2Γ2
23(P2

t1+P2
t2)

8ω1ω2(2ω1−2ω2)
p1+

ε2Γ2
23(P2

t1+P2
t2)

16ω1ω2(2ω1+2ω2)
p1 = 0

(60)

− λ2ε
2q1−

1
2
εΓ21 p1−

ε2Γ2
23(P2

t1+P2
t2)

16ω1ω2 (2ω1+2ω2)
q1+

ε2Γ2
21FPt1

16ω2
2

+
ε2Γ2

23Pt1Pt2

8ω1ω2 (2ω1−2ω2)
q1+

ε2Γ2
21

8ω2
q1+

ε2Γ21FPt2Ω2

2ω2(8ω2
1−2ω2

2)
= 0 (61)

p1、

q1

为求解基础多频激励下圆弧拱动力系统不动

点的周期解，通过观察式 (55)~式 (58)关于系数

组成的方程组，建立相应的雅克比矩阵，通过

求解雅可比矩阵的特征值，便可得到圆弧拱动力

系统的临界激励频率值。 

4    结果分析

Pt1 = β1Pmax1,Pt2 = β2Pmax2

选取弹性模量 E=65.38  GPa，质量密度 ρ=
2700 kg/m3，泊松比为µ=0.32，矩形截面尺寸 b×h=
0.02 m×0.001 m，跨径 L=0.8 m的两端固接圆弧拱

作为研究对象，其中动力系统的一阶阻尼衰减率

Δ1=0.02，二阶阻尼衰减率 Δ2=0.002，基础双余弦

激励的最大加速度幅值分别为 Pmax1=30  m/s2，
Pmax2=40  m/s2， 并 设 ，

β1 和 β2 分别为两个余弦激励的无量纲激励幅值。

由式 (49)可知，σ1=σ2，表明两个余弦激励的频率

相等，即 Ω1=Ω2=Ω，而无量纲激励幅值 β1、β2 的

变化范围均设为 [0,1]，因此可设 β1=β2=β，即对于

激励幅值 Pmax1=30 m/s2，Pmax2=40 m/s2，当 β=0.2
时，Pt1=6 m/s2，Pt2=8 m/s2。

由图 2可知，两条曲线将参数平面 (β−Ω/ω1)
划分为稳定区域与不稳定区域，其中虚线围成的
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区域为一阶反对称参数共振失稳域，实线围成的

区域为二阶正对称共振失稳域。从图中还可知，

在设定的激励幅值下，仅矢跨比为 f/L=1/4圆弧拱

的反对称参数共振失稳与正对称共振失稳的动力

不稳定域存在重合区域。当基础激励的幅值与频

率落入该重合区域时，圆弧拱将会被激发双模态

动力失稳，即同时发生一阶反对称参数共振失稳

和二阶正对称共振失稳，而两个域的非重合部分

分别表示圆弧拱将会被分别激发平面内一阶反对

称参数共振失稳和正对称二阶共振失稳。

由图 2可知，基础多频激励下圆弧拱平面内

反对称参数共振失稳的动力不稳定域主要分布在

无量纲激振频率 Ω/ω1=2附近，表明当基础激励频

率约为圆弧拱一阶自振频率的 2倍时，圆弧拱将

会被激发平面内一阶反对称参数共振失稳。此

外，参数共振失稳域的域宽远大于共振失稳域的

域宽，表明相对于共振失稳，参数共振失稳是拱

结构动力稳定设计的首要防控目标。

由于圆弧拱动力系统存在一定的阻尼，所以

反对称参数共振失稳域与正对称共振失稳域均存

在一个临界激励幅值 βcr1、βcr2，即当基础激励的

幅值大于临界值时才能激发圆弧拱发生动力失

稳。因此，工程中可以采用增加阻尼的方法来抑

制圆弧拱的动力失稳。由图 2可知，随着矢跨比

的减小，参数共振失稳和共振失稳的动力不稳定

域的域宽逐渐增加，而无量纲临界激励幅值 βcr 却

逐渐减小。

为研究长细比对圆弧拱参数动力失稳的影

响，可选取弹性模量 E=69  GPa，质量密度 ρ=
2700 kg/m3，泊松比为µ=0.32，矩形截面尺寸 b×h=
0.08 m×0.015 m，圆心角 2Θ=90°的两端固接圆弧

拱作为研究对象，其中动力系统的一阶阻尼衰减

率 Δ1=0.01，二阶阻尼衰减率 Δ2=0.001，基础双余

弦激励的最大加速度幅值分别为 Pmax1=300 m/s2，
Pmax2=500 m/s2。

rx =

由图 3可知，随着长细比的增加，参数共振

失稳和共振失稳的动力不稳定域域宽逐渐增加，

而无量纲临界激励幅值却逐渐减小。此外，在设

定的基础激励幅值下圆弧拱参数共振失稳与共振

失稳的动力不稳定域相互独立，不存在重合域，

即圆弧拱不会发生双模态动力失稳。当基础激励

幅值增加时，长细比较大的圆弧拱更容易发生双

模态动力失稳。例如，长细比为 S/rx=550  (
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图 2    基础激励下不同矢跨比圆弧拱平面内动力

失稳的动力不稳定域

Fig. 2    Dynamic instability regions of the circular arch under a
base excitation for different span-rise ratio
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√
Ix/A) 的圆弧拱 (图 3(d))，与其他长细比的圆弧

拱相比，两个动力失稳域的间隔最小，表明此时

只需增加较小的激励幅值便会使得两个动力不稳

定域发生重合，当基础激励的频率与幅值落入该

重合区域时便会激发圆弧拱的双模态动力失稳。

因此，在拱结构设计中，当要求圆弧拱圆心角不

变时，应减小圆弧拱的长细比，以增强其动力稳

定性，避免落入参数共振失稳域。

以下分析不同圆心角对动力不稳定域的影响

规律，设圆弧拱的长细比 S/rx=400，动力系统参数

与图 3分析中的参数相同。由图 4可知，随着圆

心角的增加，动力不稳定域的域宽逐渐减小，无

量纲临界激励幅值逐渐增加。而当圆心角 2Θ=
120°时，在该基础多频激励下，圆弧拱仅发生参数

共振失稳。虽然随着圆心角的增加，圆弧拱参数

共振失稳和共振失稳的动力不稳定域域宽逐渐减

小，但是随着圆心角的增加，二阶正对称自振频

率逐渐靠近一阶反对称自振频率，因此在基础激

励频率相同的情况下，两个动力不稳定域逐渐靠

近，此时若增加基础激励的幅值，大圆心角圆弧

拱的两个动力不稳定域更容易发生重合，并被激

发双模态动力失稳。由于参数共振失稳域远大于

共振失稳域，因此相比之下，当拱结构设计中要

求长细比一定时，应选择大圆心角的圆弧拱来增

加其动力稳定性。

由图 5可知，当增加圆弧拱的阻尼时，平面

内一阶反对称参数共振和二阶正对称共振失稳域

逐渐减小，临界激励幅值逐渐增加，表明阻尼对

圆弧拱的动力失稳有明显的抑制作用。因此当圆

弧拱的参数无法改变时，可通过增加圆弧拱动力

系统阻尼的方法避开动力不稳定域。 

5    有限元验证

采用有限元瞬态分析方法[11]，施加不同的加

速度激励幅值，对圆弧拱进行扫频激振，得到圆

弧拱平面内振动的动力响应，如图 6所示，其中

基础激励的起始频率分别为：向上扫频 37.41 Hz，
向下扫频 43.17 Hz，扫频速率为 0.333 Hz/min。以

图 2(d)中的圆弧拱为对象，利用有限元瞬态分析

法分别得到不同激励幅值下圆弧拱发生平面内一

阶反对称参数共振失稳的临界激励频率，其中基

础双余弦激励的幅值分别为 Pt1=30  m/s2 、Pt2=
40 m/s2，阻尼衰减率为 Δ1=0.02。根据时域分析
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图 3    基础激励下不同长细比圆弧拱平面内动力

失稳的动力不稳定域

Fig. 3    Dynamic instability regions of the circular arch under a
base excitation for different slenderness ratio
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法[14] 可知，向上和向下扫频基础激励下圆弧拱发

生平面参数共振失稳的临界时间分别为 40 s和
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图 4    基础激励下不同圆心角圆弧拱平面内参数动力

失稳的动力不稳定域

Fig. 4    Dynamic instability regions of the circular arch under a
base excitation for different central angle
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Fig. 5    Dynamic instability regions of the circular arch
for different damping decrement
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图 6    基础双余弦激励下圆弧拱平面内参数动力

失稳的振幅时程 ( β=1)
Fig. 6    Amplitude of the circular arch under double cosine

base excitation for the in-plane parametric resonance
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41  s，对应的临界激励频率分别为 37.63  Hz和
42.94 Hz。按照相同的方法可分别计算出动力不稳

定域的临界激励频率下限值 ΩL 和上限值 ΩH。

表 1分别给出了基础双余弦激励下圆弧拱平面内

一阶反对称参数共振失稳临界激励频率的解析解

与数值解的对比，通过误差分析可知，两者的临

界激励频率值吻合，变化规律相同，即随着无量

纲激励幅值的增加，下限值 ΩL 逐渐减小，上限

值 ΩH 逐渐增加。同时也验证了理论解析解的正

确性。
  
表 1    基础双余弦激励下圆弧拱平面内一阶反对称参数共

振失稳临界激励频率的解析解与数值解 (f/L=1/10)
Table 1    Analytical and numerical solutions of the critical
excitation frequencies of first-order antisymmetric parametric
resonance instability of a circular arch plane under a base

double cosine excitations
 

无量纲激励

幅值β

临界激励频率

下限值 ΩL/Hz
临界激励频率

上限值 ΩH/Hz

数值解 解析解 误差 /(%) 数值解 解析解 误差 /(%)

1 37.63 37.38 0.66 42.94 43.00 0.14

0.9 37.95 37.68 0.71 42.66 42.74 0.19

0.8 38.27 37.98 0.76 42.38 42.47 0.21

0.7 38.59 38.28 0.80 42.09 42.21 0.29

0.6 38.90 38.57 0.85 41.80 41.94 0.33

0.5 39.21 38.87 0.87 41.52 41.66 0.34

0.4 39.52 39.16 0.91 41.23 41.39 0.39
 
  

6    结论

由于基础竖向多频激励下圆弧拱易发生联合

共振失稳，因此本文针对圆弧拱同时发生一阶反

对称参数共振和二阶正对称共振的失稳类型展开

了理论推导，得到了相应的动力不稳定域，并分

析了动力不稳定域随圆弧拱设计参数的变化规

律，得到以下结论：

(1) 在一定外部激励下，圆弧拱有可能被激发

前两阶模态联合共振失稳，参数共振失稳模态为

一阶反对称，共振失稳模态为二阶正对称。

(2) 动力不稳定域可以用于预报基础竖向多频

参数激励下圆弧拱的动力稳定性。不稳定域存在

一个重合区域使得圆弧拱同时发生一阶反对称参

数共振失稳与二阶正对称共振失稳。参数共振失

稳域的域宽远大于共振失稳域的域宽，因此参数

共振失稳是拱结构动力稳定设计的首要防控目标。

(3) 随着矢跨比的减小，参数共振失稳和共振

失稳的动力不稳定域的域宽逐渐增加，而无量纲

临界激励幅值却逐渐减小；随着长细比的增加，

参数共振失稳和共振失稳的动力不稳定域域宽逐

渐增加，而无量纲临界激励幅值却逐渐减小；随

着圆心角的增加，参数共振失稳和共振失稳的动

力不稳定域域宽逐渐减小，无量纲临界激励幅值

逐渐增加；阻尼对圆弧拱平面内的动力失稳具有

明显的抑制作用，可减小参数共振失稳和共振失

稳的动力不稳定域域宽，增加无量纲临界激励幅值。

(4) 当基础激励的幅值与频率落入动力不稳定

重合域时，圆弧拱将被同时激发一阶反对称参数

共振失稳和二阶正对称共振失稳，而当基础激励

的幅值与频率避开重合域时，圆弧拱仅被激发反

对称参数共振或共振失稳。

(5) 动力失稳临界激励频率的理论解析解与数

值解基本一致，验证了理论解析解的正确性。
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