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基于组合时间积分算法的碰撞问题振荡现象修正
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摘    要：该文提出了一种能够有效改善碰撞问题振荡现象的修正方法。基于有限元方法，采用 Lagrange乘子法

施加接触约束条件，并与一种无条件稳定的隐式组合时间积分算法相结合对无摩擦动接触问题进行求解。通过

引入附加 Lagrange乘子对组合时间积分算法得到的速度和加速度进行修正，使其能够满足速度和加速度形式的

接触约束的一致性条件。数值算例结果表明：该文提出的修正方法能够有效地改善碰撞问题中初始接触时速

度、接触力等的振荡现象，进一步提高了碰撞问题的求解精度。
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ZHANG Li-hong1 , LI Qing-bin2 , ZHANG Yan-hong1 , LUO Dan-ni3 , GAO Jian-yong1

(1. State Key Laboratory of Simulation and Regulation of Water Cycle in River Basin,

China Institute of Water Resources and Hydropower Research, Beijing 100048, China;

2. State Key Laboratory of Hydroscience and Engineering, Tsinghua University, Beijing 100084, China;

3. School of Civil Engineering and Architecture, Guangxi Univerisity, Nanning, Guangxi 530004, China)

Abstract:  A correction method is presented which can effectively improve the spurious oscillation phenomenon
in impact problems. Based on the finite element method, the Lagrange multiplier method is introduced to impose
contact  constraints,  and  an  unconditionally  stable  implicit  combined  time  integration  algorithm  is  combined  to
solve the frictionless dynamic contact problem. By introducing additional Lagrange multipliers, the velocity and
acceleration obtained by the combined time integration algorithm are modified to meet the persistency conditions
of  the  contact  constraints  in  the  form  of  velocity  and  acceleration.  Numerical  example  results  show  that  the
correction method can effectively improve the spurious oscillation of  velocity,  contact  force,  etc.  at  the time of
initial contact, and improve the solution accuracy of impact problems.
Key words:  impact  problem;  combined  time  integration  algorithm;  Lagrange  multiplier  method;  persistency

condition; oscillation phenomenon
 

动接触问题即碰撞问题广泛存在于各个工程

学科领域，诸如力学、土木工程、机械工程、生

物力学等[1 − 3]。碰撞问题的数值解法备受学者关

注，是目前最难解决的计算力学课题之一[4 − 5]。利

用有限元方法求解接触问题，接触约束条件的施

加主要包括罚函数法和 Lagrange乘子法两种。罚

函数法通过引入罚因子来满足接触边界上的约束

条件，其优点是不增加原问题的求解规模，实现 
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简便；但是人为选择的各种罚因子形式，只能近

似满足接触面上的约束条件，罚因子的选择因人

而异，直接影响结果的精度，并且难以同时兼顾

求解精度和效率 [6]。对于碰撞问题的求解尤其如

此，不同积分算法与罚函数法相结合使得罚因子

的选择难度被进一步放大。Lagrange乘子法通过

引入 Lagrange乘子对接触面的约束条件进行准确

模拟，计算精度高，该方法虽然引入了多余未知

量，但是在求解碰撞问题时，通常与无条件稳定

的隐式算法相结合，与罚函数法相比可以通过选

用较大时间步长和较粗网格以提高计算效率[7]。

相对静态接触问题，碰撞问题的求解不仅需

要考虑接触约束条件的施加与求解，还需要考虑

选用合适时间积分算法与接触约束条件施加方法

相联合，才能使得碰撞问题得以稳定、精确、高

效的求解。求解接触非线性问题的时间积分算法

主要包括显式算法和隐式算法两类，其中显式积

分算法通常与罚函数方法相结合，求解过程较为

简便，但显式算法通常是条件性稳定的，需要选

用较小的时间步长，对罚因子的选择提出了更高

的要求，增加了问题的求解难度和计算工作量[6]。

隐式算法一般具有无条件稳定性，通常与 Lagrange
乘子法相结合求解碰撞问题[7 − 8]。有学者以无阻尼

弹性杆正向碰撞算例为分析对象，对比了两类方

法的求解精度与效率，结论是隐式算法与 Lagrange
乘子法联合求解比显式算法与罚函数相结合的解

法更为适合求解碰撞问题，因为 Lagrange乘子法

无须人为定义参数，对空间离散化不太敏感，接

触区域使用较粗的网格就能达到所需的求解精

度，因此计算效率高于罚函数法[9]。

影响碰撞问题数值解法鲁棒性的一个重要因

素是接触力等结果会出现虚假振荡，这些振荡可

以传播到弹性体内部，导致较大的误差甚至引起

整个结构系统动力响应结果的失真[5, 10]。关于振荡

现象产生的原因，主要有两种观点：一种是

TAYLOR和 PAPADOPOULOS[8]、 LAURSEN和

LOVE[11]、JAHROMI和 IZZUDDIN[12]为代表的学

者，他们认为这是积分算法的时间离散和接触约

束条件的不一致引起的，于是他们在接触状态发

生转变的时刻，在保留原位移的一致性条件的基

础上，引入速度和加速度的一致性条件；另一种

观点以 KHENOUS等[13]、TKACHUK等[14] 学者为

代表，认为振荡现象是空间离散和时间离散的相

互作用引起的，即连续体的接触边界由于零体积

是没有质量的，但是经有限元方法对接触体进行

空间离散后，接触边界上的节点却是有质量的，

这个边界节点上的质量在动力学问题中会产生相

应的惯性力，而这部分力是不具有真实的物理意

义的，因此需要想办法来消除接触边界上的虚假

力。总之，利用时间积分算法与罚函数或者 Lagrange
乘子法相结合求解碰撞问题，均需要采取额外的

修正方法来消除初始接触时的振荡现象。

本文选用一种无条件稳定的隐式组合时间积

分算法[15] 与 Lagrange乘子法相结合进行碰撞问题

的求解。通过引入附加 Lagrange乘子对速度和加

速度进行修正，使其能够精确满足位移、速度和

加速度形式的接触约束一致性条件。最后通过经

典的弹性杆对心碰撞算例证明了本文提出的修正

方法能够有效地改善碰撞问题中初始接触时的振

荡现象，进一步提高了碰撞问题中速度和接触力

等物理量的求解精度。

 1    振荡问题修正方法

 1.1    组合时间积分算法

本文采用的组合时间积分算法，其速度和加

速度差分格式分别如式 (1)和式 (2)所示：

u̇t+∆t =
1

2∆t
(3ut+∆t −4ut +ut−∆t) (1)

üt+∆t =
ut+∆t −2ut +ut−∆t

∆t2
+

u̇t+∆t −2u̇t + u̇t−∆t

∆t
(2)

∆t u u̇ ü

u̇t+∆t

式中： 为时间步长； 、 和 分别为位移、速度

和加速度，其右下标为对应时刻。该算法是一种

具有两阶精度、两阶收敛速度且无条件稳定的高

效隐式算法，并且无须人为选择算法参数即可有

效求解各类非线性结构动力问题[15]。将式 (1)代入

式 (2)，消去 后，式 (2)可简化为：

ut+△t =
8
5

ut −
3
5

ut−△t +
4∆t
5

u̇t −
2∆t
5

u̇t−△t +
2∆t2

5
üt+△t (3)

 1.2    碰撞问题的接触面一致性条件

Ω1 Ω2

n1 Ω1

为简便起见，本文以无摩擦的两个弹性体正

向碰撞问题为例，设 1、2为两个接触体 、 上

发生接触的两点， 为 接触面的外法向，则发

生接触时，接触面上法向位移的一致性条件为：

g = [(X(2)+u(2))− (X(1)+u(1))] ·n1 = 0 (4)

g X u式中： 为接触体之间的间隙值； 和 为分别为

节点的初始位置和位移，其上标 1、2分别对应不

2 工　　程　　力　　学



n1 ṅ1 = 0

同的接触体。此即为传统 Lagrange乘子法对于接

触面法向不嵌入条件的数值描述。对于碰撞问题，

除位移一致性条件外，还需满足接触面上速度和加

速度形式的不嵌入条件。式 (4)对时间进行一阶和

二阶求导，并考虑到 的定义有 ，可得接触面

上法向速度和加速度的一致性条件如式 (5)所示。

ġ = [(u̇(2)− u̇(1)) ·n1] = 0，g̈ = [(ü(2)− ü(1)) ·n1] = 0 (5)

 1.3    组合时间积分算法的一致性条件修正

λv λa

采用与传统 Lagrange乘子法同样的思路，利

用接触体碰撞时法向的速度和加速度的一致性条件

对组合时间积分算法进行修正。基于式 (1)和式 (3)
分别引入与速度和加速度相对应的广义 Lagrange
乘子 和 ，则增广后的变分式需分别满足式 (6)
和式 (7)：w

Ch

2∑
i=1

{
wv

(i)

[
u(i)

t+∆t −
8
5

u(i)
t +

3
5

u(i)
t−∆t −

4∆t
5

u̇(i)
t +

2∆t
5

u̇(i)
t−∆t −

2∆t2

5
ü(i)

t+∆t

]
·n1 · ( ˜̇u(i)

t+∆t ·n1)+

λv(−1)i ˜̇u(i)
t+∆t ·n1+ λ̃v(−1)iu̇(i)

t+∆t ·n1

}
dΓ = 0 (6)

w
Ch

2∑
i=1

{
wa

(i)

[
u̇(i)

t+∆t −
3

2∆t
u(i)

t+∆t +
2
∆t

u(i)
t −

1
2∆t

u(i)
t−∆t

]
·n1·

( ˜̈u(i)
t+∆t ·n1)+λa(−1)i ˜̈u(i)

t+∆t ·n1+λ̃a(−1)iü(i)
t+∆t ·n1

}
dΓ=0 (7)

wv wa ˜̇u ˜̈u

λv λa

w(i)
v = m(i)/∆t w(i)

a = m(i)∆t

m(i)

[[·]]c = [(·)(2)− (·)(1)] ·n1

式中： 和 为正的权函数； 和 分别为与位移

场无关的虚速度和虚加速度，i=1, 2对应不同的接

触体，其余意义同前。广义 Lagrange乘子 和

可分别看作与碰撞问题中速度和加速度相共轭的

广义动量和广义能量。借鉴文献 [8]的做法，权函

数的具体形式为 ， ，其中，

为节点 i的质量。为后文表述简洁，引入记

号： 。

λv λa故可将广义 Lagrange乘子 和 引入后的接

触面一致性条件简写为：

[[ut+∆t +X]]c = 0,
[[

u̇t+∆t

]]
c = 0,

[[
üt+∆t

]]
c = 0 (8)

由式 (6)可得式 (9)和式 (10)，由式 (10)减去

式 (9)，并利用持续接触时的一致性条件可得式 (11)：

w(1)
v

[
u(1)

t+∆t −
8
5

u(1)
t +

3
5

u(1)
t−∆t −

4∆t
5

u̇(1)
t +

2∆t
5

u̇(1)
t−∆t −

2∆t2

5
ü(1)

t+∆t

]
·n1−λv = 0 (9)

w(2)
v

[
u(2)

t+∆t −
8
5

u(2)
t +

3
5

u(2)
t−∆t −

4∆t
5

u̇(2)
t +

2∆t
5

u̇(2)
t−∆t −

2∆t2

5
ü(2)

t+∆t

]
·n1+λv = 0 (10)

λv =

8
5
[[

ut+X
]]

c−
3
5
[[

ut−∆t+X
]]

c+
4∆t
5

[[
u̇t

]]
c−

2∆t
5

[[
u̇t−∆t

]]
c(

1
w(1)

v

+
1

w(2)
v

)
(11)

将式 (11)回代入式 (9)和式 (10)，可求得满

足一致性条件的接触节点加速度值修正公式如

式 (12)：
ü(1)

t+∆t ·n1 =
5

2∆t2

(
(û(1)

t+∆t) ·n1−
λv

w(1)
v

)
ü(2)

t+∆t ·n1 =
5

2∆t2

(
(û(2)

t+∆t) ·n1+
λv

w(2)
v

) (12)

同理由式 (7)可求得满足一致性条件的接触节

点速度值修正公式如式 (13)：
u̇(1)

t+∆t ·n1 = [ ˆ̇u(1)
t+∆t] ·n1+

λa

w(1)
a

u̇(2)
t+∆t ·n1 = [ ˆ̇u(2)

t+∆t] ·n1−
λa

w(2)
a

(13)

λa =

− 2
∆t

[[
ut +X

]]
c+

1
2∆t

[[
ut−∆t +X

]]
c(

1
w(1)

a

+
1

w(2)
a

) 。其中：

û(i)
t+∆t

ˆ̇u(i)
t+∆t式 (12)和式 (13)中的 和 是由时间积分

算法的式 (3)和式 (1)直接求得的物理量。

 2    算例验证

为了验证本文提出的修正方法的正确性和有

效性，以无摩擦无阻尼弹性杆的对心碰撞问题为

算例进行说明。

计算参数及初始条件如图 1所示，计算步长

取 0.001 s。易知该算例的理论解为：0.0 s~0.1 s，
两杆尚未发生接触，各自以初速度相向运动；0.1 s~
0.3 s，两杆持续接触，碰撞产生的应力波从接触面

传播到杆的另一端再回到接触面，接触力大小为

0.0125 N；0.3 s之后，各自反向匀速运动，再次发

生分离。

组合时间积分算法联合 Lagrange乘子法直接

求解得到的接触点上的位移、速度、接触力和系

统能量等时程结果如图 2所示。可以看出，即使

不对速度和加速度进行修正，组合时间积分算法
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也能得到稳定的计算结果，而常用的 Newmark法
等算法在求解该类问题时不进行修正处理是无法

得到稳定结果的[12]，可以发现在接触发生的初始

时刻，接触节点的速度和接触力有明显的振荡现

象，计算结果的精度受到一定的影响。图 3为采

用本文方法进行修正后的计算结果，可以看到速

度和碰撞力在接触初始时刻的振荡现象得到明显

改善，各物理量的计算结果均与解析解吻合度高。

这说明本文提出的基于组合时间积分算法的修正

方法，能够有效改善碰撞问题中初始接触时的振

荡现象，可以获得高精度的计算结果。
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图 2    修正前接触节点的结果时程图

Fig. 2    Time history diagram of response results of contact
nodes before correction
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v=0.05 m/s

v=0.05 m/s

弹性模量：100 Pa

泊松比：0.0

密度：0.01 kg/m3

单杆长度：10 m

横截面尺寸：0.5 m×0.5 m

初始间隙值：0.01 m

x

y

z

图 1    两弹性杆对心碰撞示意图及计算条件

Fig. 1    Schematic diagram and calculation conditions of the
impact between two elastic bars
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图 3    修正后接触节点的结果时程图

Fig. 3    Time history diagram of response results of contact
nodes after correction

 

 

 3    结论

针对碰撞问题中初始接触时速度、接触力等

发生的虚假振荡现象，本文提出了一种修正方法，

并通过经典的对心碰撞算例验证了修正方法的有

效性。所得结论如下：

(1)通过引入附加 Lagrange乘子可以使得两个

接触体的接触面上不仅满足位移形式的一致性条

件，而且满足速度和加速度形式的一致性条件。

(2)数值算例结果表明：本文提出的修正方法

与隐式组合时间积分算法相结合，明显改善了碰

撞问题中初始接触时的振荡现象，进一步提高了

速度和接触力等物理量的求解精度。
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