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基于仿射变换的奇异积分自适应单元细分法
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摘    要：边界元法已广泛应用于解决工程实际问题中，精确高效地计算奇异积分对于求解边界积分方程至关重

要。为此，提出了一种基于仿射变换的奇异积分自适应单元细分法，用于解决边界积分方程中的奇异性问题。

其基本思想是通过仿射变换对单元进行特征分区，并结合自适应二叉树细分技术生成高质量的积分单元。利用

仿射变换和特征分区技术将初始单元划分为细分区域和投影区域，不同区域的单元细分算法分别执行、计算效

率高。源点附近的细分子块采用 Serendipity积分单元构建，其余积分单元则采用传统积分方法进行计算。与传

统单元细分方法相比，该方法具有自适应细分、积分精度高、易于实现等优点。数值算例验证了该文方法具有

良好的准确性、鲁棒性和可行性。

关键词：边界元法；奇异积分；单元细分；仿射变换；单元分区

中图分类号：O302          文献标志码：A          doi: 10.6052/j.issn.1000-4750.2022.11.0969

AN ADAPTIVE ELEMENT SUBDIVISION METHOD FOR SINGULAR
INTEGRALS BASED ON AFFINE TRANSFORMATIONS

JIA Zhi-chao1 , CHI Bao-tao1,2 , JU Chuan-ming3 , GUO Qian-jian1 , YUAN Wei1 , LI Can4

(1. School of Mechanical Engineering, Shandong University of Technology, Zibo, Shandong 255000, China;

2. Shandong Luoxiang Automobile Manufacturing Postdoctoral Research Institute, Linyi, Shandong 276211, China;

3. School of Electromechanical and Automotive Engineering, Yantai University, Yantai, Shandong 264005, China;

4. Key Laboratory of Physical Oceanography China, Ocean University of China, Qingdao, Shandong 266100, China)

Abstract:   Boundary  element  method  (BEM)  has  been  widely  used  for  solving  the  practical  engineering
problems. Accurate and efficient evaluation of singular integral is of crucial importance for solving the boundary
integral  equations.  In  the  BEM implementation,  an  adaptive  element  subdivision  method  for  singular  integrals
based  on  affine  transformations  is  presented  for  evaluating  the  singular  integrals.  The  basic  idea  consists  of
partitioning the input surface element via affine transformation and then generating a set of high-quality patches
by  adaptive  binary-tree  subdivision.  By  using  the  domain  partitioning  technique,  the  surface  element  can  be
divided  into  several  element  projection  and  subdivision  regions  under  affine  transformations.  It  is  far  more
efficient  to  separately  perform  the  element  subdivision  for  different  regions  where  the  desirable  patches  are
required. The ultimate sub-elements in the vicinity of the singular point are constructed by the serendipity patches,
while  the  remaining  patches  are  evaluated  accurately  by  the  conventional  quadrature  techniques.  The  proposed 
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method has  some advantages  over  the  conventional  element  subdivision methods,  such as  the  adaptive  element
subdivision,  the  improved  accuracy  and  the  straight-forward  implementation.  Numerical  results  are  provided  to
validate the accuracy, robustness and availability of the proposed method.
Key words:  boundary  element  method;  singular  integrals;  element  subdivision;  affine  transformations;  domain

partitioning technique

边界元法[1 − 2] 是一种将区域中微分方程边值

问题归化为边界上的积分方程[3 − 4] 并在边界上数

值求解该积分方程的数值计算方法，以高精度、

降低问题维度等优势在数值计算中广泛地应用。

在边界积分方程求解计算中，单元的积分方式和

单元的几何形状对数值计算精度有重要影响，例

如，在物理变量变化梯度较大处需要进行单元加

密 [5]；薄型结构等问题 [6] 不同的边界之间距离很

近。此类情况均会带来源点距离单元边界过近导

致产生的积分块质量较差的问题 (如邻边角较大或

狭长的积分块)，即奇异问题。奇异积分[7 − 8] 是指

源点在单元内部或边界上的积分，计算奇异积分

时，随着源点到场点的距离变小，被积函数的值

变换越剧烈，此时常规的积分方法无法保证积分

精度[9 − 10]。当求解问题规模较大、几何边界形状

复杂时，无法准确计算质量较差的计算单元 [11]，

从而影响最终计算结果的精度。因此，精确高效

地计算奇异积分对边界元法在实际工程应用中具

有重要意义。

为了提高边界元法的计算性能，近年来人们

提出并发展了各种积分方法，以消除边界积分方程

中积分的奇异性。主要包括以下几类：① 解析和半

解析方法。牛忠荣等[12 − 14] 提出的解析和半解析方

法，该方法成功的耦合到平面单元上并取得了很

好的数值计算结果。② 非线性变换法。TELLES[15]

提出的二次多项式和三次多项式进行变换可以消

除积分的奇异性。③ 距离变换方法。马杭等 [16] 提
出的距离变换方法可以应用到各阶次的奇异积分，

应用范围较广。

针对奇异积分的计算方法，提出了各种单元

细分技术，如传统的细分方法、球面细分方法[17]、

二叉树/四叉树细分方法[18] 等。以上方法的核心思

想是通过将单元细分成一组子单元，再对含奇异

点的子单元进行数值计算。传统的细分方法对质

量不好的单元进行细分时，细分后得到的积分子

单元质量较差。二叉树/四叉树细分方法的通用性

强稳定性好，但在源点周围存在冗杂的子单元使

计算效率降低。球面细分法与结构网格生成的前

沿推进法有些类似，效率好精度高，但该方法引

入网格生成的模板法，在自适应单元细分过程中

采用的模板数量较多，在处理三维体单元的奇异

积分计算时情况较为复杂。

结合上述方法的特点，本文提出了一种基于

仿射变换的奇异积分自适应单元细分法，用于计

算边界积分，与现有的细分方法相比，该方法无

需重构投影腔面或使用模板对单元进行细分。该

细分方法可对任意类型单元进行仿射变换，将单

元划分为细分区域和投影区域，依据细分准则在

细分区域内对子单元递归细分，采用投影算法填

充源点和投影区域边界的空隙，最终得到高质量

的积分子单元。

 1    奇异积分

考虑位势问题，区域内源点的边界积分方程

可表示为：

c(P)u(P) =
w
Γ

u∗(P,Q)q(Q)dΓ(Q)−w
Γ

q∗(P,Q)u(Q)dΓ(Q) (1)

式中：P为源点；Q为场点，Q∈Γ；c为系数，其

值与源点 P所在边界 Γ的几何形状有关；u*、q*为
基本解，各基本解的表达式如下：

u∗ =
1

4πr
(2)

q∗ =
∂u∗

∂n
(3)

r = |P−Q|式中： 为源点 P到场点 Q的距离；n为

单位法向量。

式 (1)中只涉及边界积分，在边界离散后，主

要计算以下两种形式的积分：

G =
w
Γ

u∗(P,Q)N(Q)dΓ(Q) (4)

H =
w
Γ

q∗(P,Q)N(Q)dΓ(Q) (5)

式中，N为单元形函数。

当源点 P位于积分单元内部或边界上时，式 (4)
和式 (5)中的积分为奇异积分，其基本解具有奇异

性。源点距离场点越近，被积函数的数值变化越

剧烈，使用常规的高斯积分准则会失效。本文以

三角形单元和四边形单元为例，研究基于仿射变
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换的奇异积分有效算法。

 2    基于仿射变换的单元细分

 2.1    仿射变换

仿射变换是一种在空间坐标系中的线性转

换，可以保持单元的平行性、平直性和共线性，

主要涉及旋转、缩放、剪切、平移等几何变换，

如图 1所示。一个矩阵表示单元进行一次仿射变

换，一组矩阵表示单元进行多种仿射变换，本文

采用仿射变换中的缩放、平移等几何变换方法实

现对三角形、四边形单元的自适应细分。仿射变

换定义为：

V∗ = V× D×S

V∗ =


x
y
z
1




1 0 0 Tx

0 1 0 Ty

0 0 1 Tz

0 0 0 1




S x 0 0 0
0 S y 0 0
0 0 S z 1
0 0 0 1

 (6)

式中：D和 S为平移矩阵和缩放矩阵；Sx、Sy、
Sz 为缩放比例因子；Tx、Ty、Tz 为平移向量；V为

未进行仿射变换的单元齐次坐标；V*为仿射变换

后得到的齐次坐标。
 
 

旋转 剪切 平移 缩放

矩形

图 1    仿射变换示意图

Fig. 1    Schematic of the affine transformations
 

 

 2.2    基于仿射变换的自适应单元细分

本文提出的基于仿射变换的自适应单元细分

方法，不同于传统的单元细分，是通过仿射变换

对初始单元进行区域分割。其基本思想为通过仿

射变换对面单元的边界进行缩放、平移得到投影

区域和细分区域，再分别对两个区域进行投影及

自适应细分，最终得到高质量的子单元，提高积

分精度和计算效率。基于仿射变换的自适应单元

细分法的主要步骤如下：

Step 1：单元预处理。由于源点相对于单元的

位置不同，直接对单元进行分区较为困难，将源

点与初始单元的顶点相连构建分区后，通过确定

单元中心点和源点的相对位置关系来对单元的分

区进行质量评判。

Step 2：构造单元投影区域。采用缩放变换按

照一定缩放比例构建包围盒，再采用平移变换将

包围盒沿指定方向移动到包含源点的位置，这有

利于提高积分的计算效率。

Step 3：构建单元细分区域。构建完成投影区

域后，通过将投影区域的顶点与单元顶点相连接

来构建单元细分区域。依据单元细分准则以及自

适应细分技术对细分区域进行细分。

Step 4：采用投影算法构建源点附近的积分子

单元。为了消除积分的奇异性，要求单元投影区

域的最终子单元需通过奇异点，采用径向投影算

法来填补单元投影区域边界与源点之间的空腔。

由于仿射变换的缩放比率定义为 α=0.3~0.6，
对单元边界沿径向缩放，所以在离源点越近的地

方细分子单元分布越密集，离源点越远的地方子

单元分布越稀疏。此外，采用 α-β变换子单元进

行精确计算来消除积分的奇异性，其余单元采用

常规的高斯积分进行计算，这样的单元细分既保

证了积分精度又保证了积分效率[19 − 20]。

图 2显示了一个线性四边形单元细分的流程，

图 3为基于仿射变换的自适应单元细分流程图。
 
 

图 2    线性四边形单元细分流程

Fig. 2    The element subdivision process of a linear
quadrilateral element

 

 

 2.3    初始单元的预处理

由于源点相对于单元的位置不同，若直接对

单元进行区域划分，导致最终生成的子单元质量

差，子单元分布不均匀。为了保证能够对单元进

行合理的分区，需要在单元细分之前确定源点在

单元内的位置，并对分区的质量进行评判。如图 4
所示，将源点与单元顶点相连后通过下列条件对

分区进行质量评判。

1) 纵横比。纵横比是指源点到单元边界的垂

直距离与单元边界两顶点的线段长度的比值。一

个合格的区域需满足条件 Fref <F，其中 F为纵横

比，Fref 为参考比率，通常取值为 0.1。如图 4所
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示，F=H/LAB，H为源点到分区边界的垂直距离，

LAB 为分区边界的两顶点之间的距离。

2) 扁平率。扁平率是指源点到单元边界的垂

直距离与中心点到单元边界垂直距离之比。如图 4
所示，一个合格的区域需满足 ηref  <η，其中

η=H/h。ηref 为扁平率的参考值，通常取值为 0.3。
3) 邻边角。邻边角是指分区中以源点 O为中

心，以源点和顶点相连的两线段为边组成的夹

角。图 4中∠AOB为邻边角，对于质量较好的细

分区域，通常邻边角约为 60°，当分区中的邻边角

为钝角时，需对其进一步分割为锐角，保证积分

精度。

4) 边长比。边长比是指分区中源点与顶点相

连的短边与长边之比。合格的分区应满足条件 Uref <
U。其中，Uref 为参考比率，通常取值为 0.3；U
为边长比，如图 4所示，U=LOA/LOB，LOB 为源点

到顶点 B的距离，LOA 为源点到顶点 A的距离。

本文通过定义缩放比对初始单元进行缩放，

缩放比是初始单元的边界长度与仿射变换后包围

盒对应边界的长度之比。缩放比 α的值与源点到

单元顶点之间的距离有关，即 α=H/d，参数 d表示源

点到单元顶点的平均距离，缩放比通常取 0.3~0.6。
 2.4    考虑源点及单元形状的特征分区

本文根据源点的初始位置，采用仿射变换中

的缩放、平移对初始单元进行自适应细分，构建

单元细分区域和单元投影区域。如图 5所示，以

线性三角形单元为例，根据源点与单元的相对位

置关系，通常有 3种基本类型的分区方案：第一

种类型是源点位于单元顶点附近，这种类型通常

将单元划分为 1个投影区域和 1个细分区域；第

二种类型是源点邻近三角形单元的边界，这种类

型通常将三角形单元划分为 1个投影区域和 2个
细分区域；第三种类型是源点位于单元内部，这

种类型通常将单元划分为 1个投影区域和 3个细

分区域。
  

(a) 三角形单元的三种基本分区方案

(b) 四边形单元的三种基本分区方案

图 5    不同源点位置单元细分方法示意图
Fig. 5    Schematic diagram of element partition for different

locations of source points 

 

如图 5所示，以线性四边形单元为例，第一

种类型是源点位于单元顶点附近，这种类型通常

将单元划分为 1个投影区域和 2个细分区域；第

二种类型是源点邻近四边形单元的边界，这种类

型通常将四边形单元划分为 1个投影区域和 3个
细分区域；第三种类型源点位于单元内部，这种

类型通常将单元划分为 1个投影区域和 4个细分

区域。

基于单元形状和源点位置的分区方案不是唯一

的，可以根据单元细分的具体要求来进行分区，

具体步骤在后文单元细分区域的构建中详细说明。

 

开始

初始单元预处理

进行仿射变换

构建投影区域

构建细分区域

投影区域
质量评判

细分区域
质量评判

通过优化处理得到
理想的投影区域

通过退化处理得到
理想的细分区域

投影区域填充 细分区域自适应细分

生成高质量的
积分子单元

结束

是

否

是

否

图 3    基于仿射变换的自适应单元细分流程图

Fig. 3    Flow diagram of adaptive element subdivision based
on affine transformation

 

A B

CD

源点O 中心点O'

hH

图 4    初始单元预处理及分区质量判断

Fig. 4    The initial element preprocessing and domain partition
quality assessment
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 2.5    单元投影区域的构建

采用仿射变换在单元的源点处对初始单元进

行缩放，再根据源点与初始单元的相对位置关

系，计算出包围盒内参考点的坐标，计算参考点

到源点之间的平移向量，使用平移变换将包围盒

沿着指定方向移动到源点所在的位置，得到包含

源点的投影区域。

构建完成投影区域后，通过源点和投影区域

中心点的坐标位置，计算出投影区域内两点的扁

平率，判断构建的投影区域质量是否满足投影填

充的条件，如果满足则采用投影算法填充投影区

域和源点外球面之间的空隙，如不满足则继续对

其进行仿射变换或二叉树细分处理。如图 6所
示，源点靠近投影区域的边界或顶点时，可对投

影区域进行二叉树细分，将源点在投影区域的范

围进一步缩小，使重构的细分子单元更好的贴近

球面。该细分有利于积分点在单元内部更合理的

分布，从而提高单元积分的计算效率。
  

A′ B′

D′ C′

图 6    单元投影区域的二叉树细分
Fig. 6    Binary-tree subdivision of the element

projection region 

 

图 7描述了单元投影区域构建的示意图。由

于仿射变换的共线性，使得单元投影区域与初始

单元的相对边相互平行，这有利于提高积分子单

元生成的质量。
 
 

A B

CD CD

BA (A′) B

CD

A

B′

C′D′

D′ C′

B′

缩放 平移

A′

图 7    单元投影区域构建示意图

Fig. 7    Schematic diagram of the element projection region construction
 

 

 2.6    单元细分区域的构建

通过对初始单元进行预处理，确定每个分区

均为规则的细分区域后，通过仿射变换来构造细

分区域。单元细分区域构建算法的主要步骤如下：

Step 1：确定源点和初始单元的相对位置关

系，通过仿射变换构造投影区域。

Step 2：对于源点位置规则的初始单元，将单

元的顶点与投影区域的顶点相连接，按照基本的

分区方案构造初始单元的细分区域。

Step 3：通过计算每个细分区域的单元细分参

数来评判每个细分区域的质量，若分区质量不

好，则进行标记并做退化处理。

在构建细分区域过程中，单元的类型以及源

点在单元内的位置关系影响细分区域构建的质量，

对于源点位置不规则的初始单元，直接连接投影

区域与单元顶点划分的细分区域会存在低质量的

区域，如图 8所示。源点附近的最小线框表示投

影区域，单元中的其他空白部分表示细分区域，

其中阴影部分为低质量细分区域。以线性四边形

单元和线性三角形单元为例，导致构建的细分区

域质量较低的情况有以下几种：

1) 对于线性四边形单元，当源点位于单元的

内部且靠近单元顶点时。如图 8(a)所示，直接连

接投影区域与单元顶点时，细分区域存在两处低

质量区域，需要将此类型退化为源点靠近单元顶

点的类型。

2) 对于线性四边形单元，当源点位于单元的

内部且靠近单元边界时。如图 8(b)所示，直接连

接投影区域与单元顶点时，细分区域存在一处低

质量区域，需要将此类型退化为源点靠近单元边

界的类型。

3) 对于线性四边形单元，当源点位于单元的

内部且靠近单元顶点以及单元边界时。如图 8(c)
所示，直接连接投影区域与单元顶点时，细分区

域存在一处低质量区域，需要将此类型退化为源

点靠近单元顶点的类型。

4) 对于线性三角形单元，当源点位于单元内

部且靠近单元边界以及单元顶点时。如图 8(d)所
示，直接连接投影区域与单元顶点时，细分区域

存在两处低质量区域，需要将投影区域的边界延
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长至线性三角形单元的边界，将其划分为一个高

质量细分区域。

5) 对于线性三角形单元，当源点位于单元内

部同时靠近单元边界时。如图 8(e)所示，直接连

接投影区域与单元顶点时，细分区域存在一处低

质量区域，需要将投影区域边界延长至线性三角

形单元的边界，将其划分为 2个高质量细分区域。

  

(a) (b) (c)

(d) (e)

图 8    基于仿射变换细分方法对低质量细分区域的处理

Fig. 8    The low quality subdivision region processing based
on affine transformation subdivision method

 

 

 3    仿射变换的单元细分方案

 3.1    仿射变换的单元细分准则

结合区域划分技术，通过仿射变换可以将初

始单元划分为单元投影区域和单元细分区域，这

使单元内不同的区域进行积分更加高效。初始单

元在细分后，应该保证积分子单元在单元内部分

布合理，使积分子单元在源点处呈现近密远疏的

分布状态，本节将详细说明在细分区域内用于单

元细分的细分准则。

在几何计算方面，与其他的空间分解法相比

较，利用仿射变换进行的细分方法具有简单、鲁

棒性好的优点，可以更高效地实现单元的自适应

细分。细分准则示意图如图 9所示，为了更高效

地计算奇异积分，单元细分准则可以表示为

d<Rmax/2i，其中几何参数 d为源点到中心点的距

离，d1 为源点到单元边界的最大垂直距离，d2 为
源点到单元顶点的最大距离，因此 Rmax 表示源点

到单元边界的最大距离。依照细分准则检验每一

个子单元是否满足细分要求，如果子单元不满足

细分准则，则继续对子单元进行递归细分，直到

满足细分准则停止细分。

 3.2    基于仿射变换的单元细分

由于非结构网格的单元形状较为复杂[21]，采

用单一的细分技术直接对其细分比较困难。为了

可以准确地获取单元细分区域的几何特征，采用

自适应生成技术来构建初始细分结构。这样可以

保证单元细分区域的积分子单元分布合理。实现

自适应单元细分算法的主要步骤：

1) 计算源点到单元边界的最大距离和最小

距离；

2) 依据细分准则，对所有的单元细分区域进

行细分；

3) 为了得到高质量的积分子单元，在细分时

优先沿径向细分；

4) 确定细分的子单元是否满足细分要求，并

将形状较小的子单元与相邻的子单元进行合并，

形成质量较好的子单元。

 4    源点附近的积分子单元构建

利用仿射变换对单元细分，每个单元投影区

域都可以得到所需的细分结构。为了消除积分的

奇异性，单元投影区域中生成的积分子单元需要

通过源点。本节通过在投影区域构建投影多边形

以及采用径向投影算法填充了单元投影区域边界

与源点之间的空白区域。

 4.1    构建投影多边形

由于单元类型以及源点位置不同，使初始单

元划分的细分区域和投影区域类型也不同。通常

情况下，若源点与投影区域的边界之间的距离较

大，直接将源点与投影区域的顶点相连会使最终

产生的积分子单元的质量较低，所以为保证积分

的准确性，需要单元投影区域的边界尽可能的靠

近源点。

当源点位于投影区域的中心，直接对其进行

投影便可到得高质量的积分子单元。当源点位于

单元投影区域的顶点或边界附近，需要先构建几

何投影多边形进行优化处理，再对其进行投影。

利用仿射变换在源点周围将投影区域划分为若干

个子单元，投影多边形是由与源点相邻的子单元

 

源点

中心点

Rmax(d2)Rmin

d1

(a) 细分准则 (b)自适应单元细分

图 9    单元细分准则示意图

Fig. 9    Schematic of the element subdivision criterion
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的边界构成，为满足奇异积分精度的要求，通过

将投影多边形的顶点移动至单元边界的优化技术

来提高积分子单元生成的质量。

 4.2    径向投影算法

为了更好的计算奇异积分，采用径向投影算

法重新填充源点和投影区域之间的细分子域。径

向投影算法的核心思想是将投影区域沿球的半径

方向逐层插入三角形、四边形的单元来填充单元

投影区域边界和球面之间的空隙[22]。球心和球径

的参数由源点和参考半径决定，其中在空隙中插

入的三角形和四边形单元又称为缓冲层，可以提

高积分子单元生成的质量。为了保证源点周围的

子单元和球面相连，采用三角形单元和四边形单

元作为最终的子单元来进行空隙填充。

 5    数值算例

本节将给出三角形单元和四边形单元奇异积

分的数值算例，并将本文方法与传统积分方法进

行比较，验证了本文方法的准确性和收敛性。为

了验证本文方法的准确性，定义以下相对误差的

计算公式：

Ierror =
∣∣∣∣∣ In− Ie

Ie

∣∣∣∣∣ (7)

式中，In 和 Ie 分别为奇异积分的近似解和参考解。

参考解是通过对积分单元进行较大数量的子

单元细分，然后在子单元上使用大量的高斯积分

点计算得到，本文用于奇异积分计算的表达式如下：

I =
w
Γ

1
4πr

NdΓ (8)

式中：N为给定单元的形函数；Γ为积分域。

为了准确计算奇异积分，对源点周围的三角

形单元和四边形单元进行数值积分，其余规则的

区域采用标准的高斯积分以及 Hammer积分来计

算，积分点的数目 m由式 (9)计算：

m = − 1
10

ln
( e
2

) √
2
3
+

2
5

(8L
3R

) 3
4

+1

 (9)

式中：m为积分点数；e为积分相对误差；L为单

元积分方向最大长度；R为源点到几何边界的距

离。采用本文方法的计算结果与传统方法的数值

结果进行对比，分别给出各自的积分点数目以及

相对误差大小。

 5.1    线性三角形单元

此算例展示了线性三角形单元的计算结果，

三角形单元的节点坐标分别为 (0.0, 1.0, 0.0)、(8.0,
0.0, 0.0)、(8.0, 2.0, 0.0)。源点位置基本上沿图 10

所示的直线均匀分布，源点编号在全局坐标系中

对应的坐标从左至右依次为 (3.1,  0.9,  0.0)、(4.1,
0.8, 0.0)、(5.1, 0.7, 0.0)、(6.1, 0.6, 0.0)。
 
 

1
2

3
4(0. 0, 1. 0, 0. 0)

(8. 0, 0. 0, 0. 0)

(8. 0, 2. 0, 0. 0)

图 10    线性三角形单元节点及源点坐标

Fig. 10    Coordinates of source points and nodes of the linear
triangular element

 

 

图 11为在不同源点位置，线性三角形单元在

基于仿射变换下的自适应单元细分法细分后得到

的子单元。从图 11中可以看出，用该方法得到的

子单元形状和尺寸良好，可直接用于奇异积分的计算。
 
 

(a) No. 1

(b) No. 2

(c) No. 3

(d) No. 4

图 11    线性三角形单元细分结果

Fig. 11    Element subdivision for the linear triangular element
 

 

表 1给出了本文方法与传统方法在不同源点

下积分点数目以及相应误差的数值结果。由表 1
可得，在积分点数目相当的情况下，本文方法的

精度高于传统方法，这说明基于仿射变换的自适

应单元细分法能够准确地计算线性三角形单元的

奇异积分。

 5.2    线性四边形单元

此算例展示了在不同源点位置的线性四边形
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单元的自适应细分结果。细长四边形单元的节点

坐标分别是 (0.0, 0.0, 0.0)、(6.0, 0.0, 0.0)、(6.0, 3.0,
0.0)、(0.0, 3.0, 0.0)。源点位置基本上沿图 12中的

直线均匀分布，源点编号在全局坐标系中对应的

坐标从左至右依次为 (2.3, 0.4, 0.0)、(3.3, 0.4, 0.0)、
(4.3, 0.4, 0.0)、(5.3, 0.4, 0.0)。
 
 

(0. 0, 3. 0, 0. 0)

(0. 0, 0. 0, 0. 0)

(6. 0, 3. 0, 0. 0)

(6. 0, 0. 0, 0. 0)

1 2 3 4

图 12    线性四边形单元节点及源点坐标

Fig. 12    Coordinates of source points and nodes of the linear
quadrilateral element

 

 

图 13显示了在不同的源点位置，线性四边形

单元在仿射变换后得到的子单元。从图 13中可以

看出，该方法得到的积分子单元形状、尺寸良好。
 
 

(c) No. 3

(b) No. 2

(d) No. 4

(a) No. 1

图 13    线性四边形单元细分结果

Fig. 13    Element subdivision for the linear
quadrilateral element

 

 

表 2中将本文方法与传统方法的数值结果进

行对比，分别列出各自在不同源点处所需的积分

点数目以及相应的误差大小。由表 2可得，在相

同源点位置，积分点数目相当的情况下，本文方

法的精度高于传统的方法，这说明基于仿射变换

的自适应单元细分法能准确地计算线性四边形单

元的奇异积分。
 
 

表 2    线性四边形单元的积分计算结果

Table 2    Numerical results of the linear quadrilateral element
 

单元类型 源点位置
积分点数量 相对误差

传统方法 本文方法 传统方法 本文方法

线性四边形单元

No.1 576 432 2.32×10−3 5.63×10−5

No.2 324 283 2.72×10−2 4.26×10−5

No.3 400 300 3.00×10−2 3.76×10−5

No.4 324 288 1.64×10−2 3.08×10−5
 

 5.3    二次三角形单元

此算例展示了不同源点位置的二次三角形单

元的自适应细分结果，其节点坐标分别为 (0.0, 0.0,
0.0)、(8.0, 0.0, 0.0)、(4.0, 3.0, 0.0)、(4.0, 0.0, 0.0)、
(6.0, 2.0, 0.0)、(2.0, 2.0, 0.0)。如图 14所示，在全

局坐标系中，基本上沿直线均匀分布的 4个源点

坐标从左到右依次为 (2.3, 0.9, 0.0)、(3.6, 1.0, 0.0)、
(4.8, 1.2, 0.0)、(6.0, 1.3, 0.0)。
 
 

1 2 3
4

(4.0, 3.0, 0.0)

(0.0, 0.0, 0.0) (8.0, 0.0, 0.0)

(4.0, 0.0, 0.0)

(6.0, 2.0, 0.0)(2.0, 2.0, 0.0)

图 14    二次三角形单元节点及源点坐标

Fig. 14    Coordinates of source points and nodes of the
quadratic triangular element

 

 

图 15显示了在不同源点位置，二次三角形单

元在基于仿射变换下的自适应单元细分法细分后

得到的子单元。从图 15中可以看出，用该方法得

到的子单元形状和尺寸良好。
 
 

(a) No.1

(d) No.4

(b) No.2

(c) No.3

图 15    二次三角形单元细分结果

Fig. 15    Element subdivision for the quadratic
triangular element

 

数值结果如表 3所示，通过将本文方法与传

统方法所用积分点数量及相对误差进行对比，证

 

表 1    线性三角形单元的积分计算结果

Table 1    Numerical results of the linear triangular element
 

单元类型 源点位置
积分点数量 相对误差

传统方法 本文方法 传统方法 本文方法

线性三角形单元

No.1 289 243 1.70×10−2 4.60×10−5

No.2 300 266 1.75×10−2 7.55×10−5

No.3 403 363 1.99×10−3 1.75×10−5

No.4 300 243 1.79×10−2 4.61×10−5
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明了在积分点数量相当的情况下，本文方法的精

度高于传统方法，是处理二次三角形单元奇异积

分的有效方法。
  

表 3    二次三角形单元的积分计算结果

Table 3    Numerical results of the quadratic triangular element
 

单元类型 源点位置
积分点数量 相对误差

传统方法 本文方法 传统方法 本文方法

二次三角形单元

No.1 255 243 1.35×10−3 7.03×10−5

No.2 347 308 5.68×10−3 1.91×10−5

No.3 326 300 4.45×10−2 2.32×10−5

No.4 335 323 1.94×10−3 8.41×10−5

 5.4    二次四边形单元

此算例展示了二次四边形单元在不同源点处

的自适应细分结果。二次四边形单元的节点坐标

分别为 (0.0,  0.0,  0.0)、 (20.0,  0.0,  0.0)、 (20.0,  2.0,

0.0)、 (0.0,  2.0,  0.0)、 (10.0,  0.3,  0.0)、 (20.1,  1.0,
0.0)、(10.0, 2.3, 0.0)、(0.1, 1.0, 0.0)。源点的位置

基本上沿图 16所示的直线均匀分布，源点编号在

全局坐标系中对应的坐标从左到右依次为 (3.0, 0.9,
0.0)、(6.0, 0.9, 0.0)、(9.0, 0.9, 0.0)、(12.0, 0.9, 0.0)。

图 17展示了在不同源点位置，二次四边形单

元在细分后得到的子单元。从细分结果可以看

出，通过仿射变换细分得到的子单元形状和尺寸

比较好。

表 4列出了本文方法和传统方法所用积分点

数量以及相对误差。通过将两种方法进行对比得

出，在积分点数量相当的情况下，本文方法的精

度高于传统方法，是处理二次四边形单元奇异积

分的有效方法。
 
 

1 2 3 4

(0.0, 2.0, 0.0)

(0.1, 1.0, 0.0)

(0.0, 0.0, 0.0) (10.0, 0.3, 0.0)

(10.0, 2.3, 0.0) (20.0, 2.0, 0.0)

(20.1, 1.0, 0.0)

(20.0, 0.0, 0.0)

图 16    二次四边形单元节点及源点坐标

Fig. 16    Coordinates of source points and nodes of the quadratic quadrilateral element
 

 
 
 

(a) No. 1

(b) No. 2

(c) No. 3

(d) No. 4

图 17    二次四边形单元细分结果

Fig. 17    Element subdivision for the quadratic
quadrilateral element

 

 
 

表 4    二次四边形单元的积分计算结果

Table 4    Numerical results of the quadratic quadrilateral
element

 

单元类型 源点位置
积分点数量 相对误差

传统方法 本文方法 传统方法 本文方法

二次四边形单元

No.1 400 328 1.44×10−2 8.65×10−5

No.2 400 313 2.80×10−2 7.70×10−5

No.3 402 350 1.65×10−2 2.60×10−5

No.4 400 337 7.88×10−2 5.04×10−5

 6    结论

针对边界积分方程中存在的奇异积分难题，本

文提出了基于仿射变换的奇异积分自适应单元细

分法，通过与传统单元细分方法进行对比分析，

得到以下结论：

(1)该方法将单元划分为投影区域和细分区

域，通过仿射变换对细分区域进行划分，采用径

向投影算法重构源点附近的积分区域，细分子单

元形状和尺寸良好。

(2)该方法适用于不同类型的单元，能够实现

任意单元形状和源点位置的高效高精度奇异积分

计算，且数据结构简单，易于实现，鲁棒性好。

(3)该方法在任意情况下均能保证单元细分的

收敛性和高质量的单元细分，积分点在单元内部

分布更为合理，具有良好的计算精度和稳定性。
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