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摘  要：采用一种新提出的无网格MSLS方法来进行裂纹扩展过程的模拟分析，该方法的插值函数具有 Kronecker 

delta属性，能够方便准确地施加本质边界条件，且其计算和求导过程相对滑动最小二乘(MLS)插值更为简单，克

服了其它无网格方法的一些主要困难，适合于裂纹扩展等网格畸变和网格移动等问题的分析模拟。该文中采用围

线积分法计算裂纹的应力强度因子，用最大周向应力理论来建立复合裂纹的断裂准则，数值算例表明了该文理论

和方法的正确性与可行性。 
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SIMULATION OF CRACK GROWTH BY THE MSLS METHOD 
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Abstract:  A newly proposed Meshless Shepard and Least Square (MSLS) interpolation has been employed for 
the simulation of crack growth. The MSLS shape function possesses the much desired Kronecker delta property. 
Thus the essential boundary conditions can be treated as easily as they are in Finite Element Method (FEM). The 
construction and derivation of the MSLS interpolation are also simpler than that of the Moving Least Square 
(MLS) approximation. This MSLS method overcomes the main difficulties of other meshless methods and is 
well-suited for the analysis of crack propagations. In this work, the contour integral method has been used to 
compute the mixed-mode stress intensity factors. The crack propagation angle is determined by the criterion of 
maximum stress in the tangential direction. Several numerical examples are presented to verify the validity and 
accuracy of the present method. 
Key words:  crack growth; meshless; element free; shepard function; MSLS; MLS 

无网格方法由于在插值时只需要离散结点，不

需要单元网格，非常适合于裂纹扩展等网格畸变和

网格移动等问题的分析模拟，近年来得到了较大的

关注和重视
[1]
，并已在混凝土开裂

[2]
、疲劳裂     

纹
[3―4]
、动态断裂

[5]
等问题的分析中得到了较广泛的

应用。在目前已发展的诸如光滑粒子动力学方法

(SPH)、无网格伽辽金法(EFG)、无网格局部 Petro- 
Galerkin 法(MLPG)、点插值无网格方法(PIM)等众
多无网格方法

[6―10]
中，又尤以 EFG 法因具有精度

高、收敛快、求解稳定等优点而应用最为广泛。但

是即使该类至今仍在广泛应用的基于滑动最小二

乘(MLS)近似的 EFG方法，在实际使用时也存在着
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许多难以克服或需要付出很大代价才能克服的困

难，如 MLS 插值函数不具有 Kronecker delta 属性
带来的本质边界条件施加困难、MLS形函数的计算
过程复杂、计算点插值半径的选择对 EFG方法计算
结果的影响很大等。国内外学者付出了大量努   
力

[11―13]
以试图解决这些问题，但问题和困难依然   

存在。 
本文尝试采用一种新提出的无网格Shepard-最

小二乘方法 (Meshless Shepard and Least Square 
method，简记为MSLS)[14]来克服EFG等方法目前所
面临的主要困难，并将其应用于裂纹扩展过程的模

拟及分析。该插值方法由Shepard形函数和最小二乘
形函数基于单位分解概念 [15 ― 16]构造，具有

Kronecker delta属性，能够方便准确地施加本质边界
条件，且其计算和求导过程也比MLS简单。文中采
用围线积分法计算混合裂纹的应力强度因子，用最

大周向应力理论来建立复合裂纹的断裂准则。带裂

纹的半圆盘试件、带圆孔的三点弯曲梁试件等裂纹

扩展算例验证和说明了无网格MSLS方法应用于裂
纹扩展过程分析的正确性和有效性。 

1   无网格MSLS插值函数 

如图 1所示的任意分析区域Ω ，共离散成了 N
个结点。设其中的任一结点 i的坐标为 ix ，影响半
径为 mid ，在结点 i的影响范围内有M 个结点。如
果结点的影响区域被裂纹割断，则采用文献[9―10]
的可视化准则来确定结点的影响区域，例如图 1中
的结点 k和结点 j。 

 

图 1  分析区域的离散模型 
Fig.1  Discrete model of domain 

对分析区域中的任意点 ( )Ω∈x x ，其位移近似

函数可由 x周围的 n个邻接结点定义如下： 
0
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是著名的 Shepard形函数(也称 0阶MLS形函数)；
x 周围的 n 个邻接结点指的是其影响范围包含点 x
的结点； ( )iw x 是结点 i 相关的权函数； ( )Liu x 在
结点 i上定义的局部近似函数。 
如果权函数在 i=x x 处奇异，则 Shepard 形函

数 0 ( )iφ x 满足 ijδ 条件。本研究中采用如下形式的奇

异权函数[17]： 
2
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其中： || ||i id = −x x 是点 x结点 ix 之间的距离；ε 取

一个很小的实数如 1010− ，以避免结点处权函数计算

的数值奇异性；结点 i的影响半径 mid 的取值请参见

文献[14]。 
式(1)中的结点 i的局部函数 ( )Liu x 通常定义为

如下形式以提高 Shepard插值的计算精度： 

1
( ) ( )

m
Li

Ji J
J

pβ
=

= ∑u x x          (4) 

其中： Jiβ 是结点 i相关的自由度系数； T ( )p =x  
[1, , , ]x y L 是多项式基函数。 
如果在式(4)中采用基函数 ( ) [1]=p x ，则该局

部近似函数 ( )Liu x 即是结点 i的实际位移值，但该
基函数将导致极差的求解精度。如果 ( )p x 取为高
阶的多项式将能显著地提高求解精度，但却会增加

结点 i的自由度个数，并带来本质边界条件施加的
困难。 
本研究采用最小二乘插值[18]来定义结点 i的局

部近似位移函数以避免上述问题。对结点 i影响范
围内的任意点 x，其局部近似位移函数 ( )Li

iu x 可定

义为： 

1
( ) ( )

M
Li i

J J
J
Φ

=

= ∑u x x u            (5a) 

其中： 
1( ) ( )( )i

J j jJ
j

Φ p −= ∑x x A B       (5b) 

结点 i 
点 x的邻域 

 

裂纹 
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是结点 ( 1, , )J J M= L 相关的最小二乘形函数；M
是处于结点 i影响范围 iΩ 内的结点个数； ( )jp x 是

多项式基函数： 
   T

1 2= =[ ( ) ( ) ( )]=MB P p x p x p xL  

1 2

1 2

1 1 1

 M

M

x x x
y y y

 
 
 
 
 
 

L
L
L

M M M M

                (5c) 

T= ⋅A P P                            (5d) 

由于式(5b)中的最小二乘形函数不满足结点 i
处的插值条件，即在结点 i处 ( )Li

i i≠u x u 。为了能
够方便地施加本质边界条件，对式(5a)采用了如下 
修改： 

1
( )= ( ) =  .

M
Li i i

J J
J
Φ

=
∑u x x u Φ u        (6) 

其中： 

1 1( ) [ ( ) ( ), ,i ii
iΦ Φ= −x x xΦ L  

    1 ( ) ( ), , ( ) ( )]i i i i
i i i M M iΦ Φ Φ Φ+ − −x x x xL (7) 

ix 是结点 i的坐标值。可以看出，修改后的形函数
式(7)仍然满足单位分解条件 ( ) 1i

J
J
Φ =∑ x ，且满足

1,   
( )

0,   
i
J i

J i
Φ

J i
=

=  ≠
x 从而强制使得 ( )Li

i i=u x u 成立。 

将式(6)代入式(1)可以得到一种 MSLS 无网格
插值近似函数： 

0 0

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n n M
Li i

i i J J
i i J

Φφ φ
= = =

 
= =  
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∑ ∑ ∑u x x u x x x u  

(8) 
设 R是与任意点 x相关结点的总个数，该结点

总数包括点 x的 n个邻接结点以及位于这 n个邻接
结点的影响范围内的所有结点。式(8)可改写为： 
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其中： 0Φ 是 Shepard 形函数向量；Φ是修改后的
最小二乘插值形函数矩阵； u是结点的位移向量；

( )kN x 是MSLS形函数。 

很简单即可以证明[14]， ( )kN x 满足 ijδ 条件，

即 ( ) ,   ( 1, , ; 1, , )k j kjN j n k Rδ= = =x L L ；同时也

可证明该MSLS形函数满足线性连续条件和单位分
解条件。 

2  裂纹扩展准则 

利用线弹性断裂力学研究裂纹体结构中裂纹

的扩展时，应力强度因子的精确计算及合理的断裂

准则是十分重要的。计算复杂几何形状和复杂载荷

下的混合型裂纹应力强度因子主要有权函数法、虚

裂纹扩展法、边界配置法和 J积分法等，复合裂纹
的断裂准则有最大周向应力准则、最大能量释放率

准则和应变能密度因子准则等。本文采用围线积分

法[19]来计算混合型裂纹的应力强度因子，采用最大

周向应力准则来确定裂纹的开裂角，并认为裂尖沿

着最大周向应力的法向扩展，其计算公式为： 
I 0 II 0sin (3cos 1) 0K Kθ θ+ − =       (10) 

由式(10)求出了裂纹的开裂角 0θ 后，即可得到

0r r= 圆周上的最大周向应力为： 

20 0
max I II 0

0

1 3cos cos sin
2 2 22π

K K
rθ

θ θ
σ θ = − 

 
 (11) 

据此可建立相应的断裂准则： 
max cθ θσ σ=               (12) 

式中 θσ c为最大周向应力的临界值。 

此外，裂纹扩展步长的选择也很重要，小的裂

纹扩展步长可提高计算精度，但会极大地增加计算

工作量；而较大的裂纹扩展步长其计算精度可能不

满足要求，甚至出现计算结果大大偏离实际结果。

本文采用 0.15 a ( a为初始裂纹长度)作为裂纹扩展
步长以取得较满意的计算结果。 

3  离散控制方程 

考虑二维弹性体，可以与有限元类似采用最小

势能原理导出如下的离散控制方程： 
⋅ =K U F                 (13a) 

其中总体刚度子矩阵： 
T dij i j

Ω

Ω= ⋅ ⋅∫K B D B        (13b) 

式中：D是弹性材料矩阵； iB 是应变子矩阵。 

对式(13a)的积分可采用与其它无网格方法一
样的背景积分网格或有限元网格来完成。在本文

中，采用了离散结点的 Delaunay三角形网格来进行
刚度矩阵的积分，在每个三角形网格上采用 3 个
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Hammer 积分点。式(3)中的结点影响半径 mid 取值

为与该节点 i最近的第 6 个结点的距离；在靠近裂
纹的结点处，则采用 1.6 倍上述距离作为结点影响
半径。 

4  数值算例 

上述无网格MSLS进行裂纹扩展过程模拟的分
析程序采用标准C++编制，并利用如下算例对其理
论和方法进行了测试和验证。在所有的算例中，均

采用了线性基函数。 
4.1  弧形裂纹 
无限大板中的中心弧形裂纹，其几何尺寸及力

学模型如图 2 所示。该问题的应力强度因子解析  
解[20]为： 

I
cos( / 2)sin cos(3 / 2)

2
aK R

b
σ β

β β = π +  
， 

II
sin( / 2)sin sin(3 / 2)

2
aK R

b
σ β

β β = π +  
。(14) 

其中： 
2 2 21 sin ( / 2)cos ( / 2), 1 sin ( / 2)a bβ β β= − = + 。 

 

图 2  无限大板中的弧形裂纹 
Fig.2  Curved crack in an infinite plate 

在本例中取 4.25R = 和 o28.0725β = 。采用

40×40的无网格结点进行计算。表 1给出了用MSLS
方法计算得到的应力强度因子与解析解的对照结

果，可以发现本文结果与解析解吻合较好。 
表 1  弧形裂纹的应力强度因子 

Table 1  Stress intensity factors for curved crack 

 解析解 MSLS方法 误差/(%) 

KI 2.015 1.990 −1.24 

KII 1.112 1.102 −0.89 

4.2  带裂纹的半圆盘试件 
对如图 3所示的半圆盘状带裂纹试件，其几何

尺寸和初始计算结点分别如图 3和图 4所示，共布
置了 1074 个离散结点。这是一个典型的Ⅰ-Ⅱ型混
合模式下的张裂纹扩展算例。图 4和图 5给出了本
文得到的无网格模拟裂纹扩展的路径及其与Lim等
(1993)[21]的数值模拟结果和实验结果的比较，可以

看出本文计算结果与实验结果吻合良好。 

a
α

045=α

r

2 s

F

a=0.028m
r=0.1m
s=0.07m

 
图3  半圆盘裂纹试件 

Fig.3  Half circle specimen with initial crack 

 
图4  裂纹扩展过程中的某一状态 

Fig.4  One stage of the crack growth 

 
图5  扩展路径比较 

Fig.5  Comparison of crack growth path 

4.3  带圆孔的三点弯曲梁试件 
如图 6所示的三点弯曲梁试件，在梁的中心线

左侧有三个小圆孔，在梁的底部有一条初始裂纹。

采用 MSLS 的线性基函数进行求解，布置了 1959
个无网格离散计算结点。图 7给出了用MSLS方法
计算得到的裂纹扩展过程，与Bittencourt等(1996)[22]

给出的实验结果吻合较好(如图 8所示)。 
对上述算例的进一步分析还表明，本文方法与

EFG法在求解裂纹扩展时的精度基本上是一致的，
其计算时间略少于 EFG法，大约是 EFG法的 3/4。 

σ =1 

R 

(2,0)  (−2,0) 

40 

2β 
 

40
 

F 

 2s 

α 

α=45o 

a=0.028m 
r=0.1m 
s=0.07m 
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图6  存在三个小圆孔的三点弯曲梁试件 

Fig.6  Curved crack in an infinite plate 

 
图7  裂纹扩展过程中的某一状态 

Fig.7  One stage of the crack growth 

 
图8  扩展路径与实验结果的对比 

Fig.8  Comparison of crack growth path between MSLS 
solution and experiment results 

5  结论 

采用了一种新提出的无网格MSLS方法来进行
裂纹扩展过程的分析研究，该方法克服了以往 EFG
类无网格方法计算过程复杂、难以施加边界条件等

缺点，适合于裂纹问题的分析求解。算例表明，本

文方法可以较好模拟裂纹的断裂过程，具有广阔的

应用前景。 
但由于 MSLS 方法是一种新提出的无网格方

法，在数值应用上还处于初始阶段，在其可靠性、

收敛性等方面也还有待理论上的进一步研究和  
验证。 
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