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考虑弹塑性本构的三维模态变形体 
离散元方法断裂模拟 
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摘  要：三维模态变形体离散元(3MDEM)是针对离散块体系统在小应变、有限位移、有限转动条件下，用变形模

态模拟块体变形，经过严格推导建立的一种离散元方法。该文在 3MDEM平台实现对结构从弹性、到塑性再到断

裂破坏的连续非连续全过程模拟。鉴于传统的接触破坏准则在塑性计算中的缺陷，该文提出基于塑性应变的接触

破坏判断准则，并采用双块体的拉伸和剪切算例进行验证，结果较合理。最后将考虑弹塑性本构的 3MDEM用于

悬臂梁算例，模拟结构进入塑性和断裂破坏的连续非连续全过程。 
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A FRACTURE SIMULATION USING 3-D MODE DISTINCT ELEMENT 
METHOD (3MDEM) WITH ELASTOPLASTIC CONSTITUTIVE MODEL 

*JIN Feng1 , HU Wei1,2 , ZHANG Chong3, WANG Jin-ting1 
(1. State Key Laboratory of Hydroscience and Engineering, Tsinghua University, Beijing 100084, China; 

2. China State Construction Property Corporation LTD (East China), Shanghai 200122, China; 

3. Chengdu Hydroelectric Investigation & Design Institute of SPC, Chengdu, Sichuan 610072, China) 

Abstract:  3-D mode distinct element method (3MDEM) is a distinct element method under the assumption of 
small strain, finite displacement and finite rotation for blocks. The deformation of blocks is expressed as a 
combination of deformation modes in 3MDEM. In this paper, simulation from continuum to discontinuum 
including elastic-plastic-fracture is presented on 3MDEM platform. Due to the shortcoming of common criterion 
for contact fracture, a new criterion based on plastic strain is introduced, which is verified by two numerical 
examples. At last, a cantilever beam is studied from elastic to elastoplastic stage, and further to discontinuous 
fracture stage. 
Key words:  mode distinct element method; numerical method; elastoplastic; discontinuum; contact 

 
Cundall[1]于 1971 年提出二维刚体离散单元法

(Distinct Element Method，DEM)，用于模拟岩石边
坡的破坏过程，其基本思想是把不连续体分割成刚

性元素的集合，在牛顿第二运动定律的基础上，分

析各个刚体，刚体之间采用接触弹簧连接。后来

Cundall[2]进一步在块体内部差分三角形网格，提出
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可变形的二维离散元模型，并开发出商业程序

UDEC。商业软件 3DEC[3]是 Cundall在三维块体内
部采用差分四面体网格方法，得到的三维变形体离

散元方法，并实现了块体的材料非线性。 
非连续变形分析 (Discontinuous Deformation 

Analysis, DDA)是由石根华和 Goodman[4―5]共同提

出的一种非连续介质力学方法，其方法主要思想[6]

是用节理面将不连续体切割成块体，以块体单元形

心的平移和转动以及块体的变形作为基本未知量，

块体间采用不允许嵌入的硬接触模型，由系统的最

小势能原理建立平衡方程，用隐式方法求解方程

组。DDA在岩石边坡稳定、地下结构分析以及混凝
土断裂等方面得到广泛运用[7]。 

Williams[8]等曾经提过简单变形体离散元的概

念，认为块体的运动和变形在某种条件下可以看成

块体刚体运动和变形的叠加，但未开发出实际应用

的软件。张冲[9]基于块体有限运动力学，在小应变、

有限位移、有限转动条件下，经过严格推导，建立

了一种三维模态变形体离散元方法(3 Mode Distinct 
Element Method, 3MDEM)，并发展到二阶变形模     
态[10]，可比较精确地模拟结构从小变形到大变形，

从连续体到非连续体，从弹性到断裂再到破坏的全

过程。3MDEM 计算块体变形时，无需在块体内部
差分网格，减小了计算自由度，比 3DEC更具效率。 
传统的连续介质方法，如有限单元法，优势是

连续体的弹性和弹塑性阶段的计算。传统的非连续

介质法主要在于弹性到断裂到破坏的模拟。对于破

坏前塑性阶段不可忽略的材料或者结构，将塑性与

非连续同时纳入考虑有重要意义。本文在 3MDEM
平台实现对连续系统的弹性阶段，到弹塑性阶段，

再到断裂、破坏的连续非连续全过程模拟，如图 1。
系统从弹性阶段过渡到线性通过块体的塑性本构

关系实现，从弹塑性阶段到断裂的过程通过消除块

体间初始的面面接触实现。 

 
图 1  3MDEM研究框架 

Fig.1  Research framework for 3MDEM 

1  3MDEM弹塑性材料本构 

关于三维模态变形体离散元方法及其弹塑性

本构实现具体见参考文献[9―11]，本文简单介绍块
体的弹塑性本构模型。 
1.1  块体的弹塑性本构模型 
对于简单变形模态离散元，六个模态系数α就

构成了 Cauchy 应变张量ε ，对于弹性体，块体的
应力增量： 

[ ]eσ ε∆ = ∆D               (1) 
其中， eD 是弹性矩阵。 

时步末的应力如下式所示： 
( ) ( )t t tσ σ σ+ ∆ = + ∆          (2) 

将式(2)代入变形方程，则可以计算下一时步的
应变增量。 
块体在进行弹塑性计算时，可以通过判断块体

形心的应力状态，作为整个块体屈服的判断标准，

块体的塑性流动也与形心的塑性流动完全一致。以

Mises屈服准则为例，屈服函数如下： 
2

2 sF J σ′= −                (3) 

其中： 2J ′是第二偏差应力不变量； sσ 是屈服应力。
对于关联流动，塑性势函数也取为式(3)，于是可以
得到塑性刚度矩阵如下式，其中H 为硬化参数。 
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量，将式(3)代入式(4)，可以得到Mises准则的塑性
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(5) 
块体屈服后第 n步的应力增量可由下式得到： 

[ ] ([ ] [ ])n n n n n
ep e pσ ε ε∆ = ∆ = − ∆D D D      (6) 

DEM非连续 

3MDEM连续－非连续 
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将式(6)代入下式，可获得时步末的应力。 
1n n nσ σ σ+ = + ∆             (7) 

1.2  接触破坏判断准则 
3MDEM 在块体系统从弹塑性进入断裂，从连

续进入非连续借助面面接触的取消来实现。本文的

面面接触模型是由初始面面接触(见图 2)构成，提供
的是面力，面面接触取消就脱开或者成为点接触模

型，点接触模型不会再形成面面接触。 

 
图 2  面接触模型 

Fig.2  Face contact model 

在两个互相接触的面之间，存在一个多边形的

接触面，该接触力的法向为两个互相接触的面的法

向单位矢量的平均，即： 
1 2( )unit= +n n n              (8) 

式中：n 为接触面的法向；n1、n2分别为 P块和 Q
块中两个互相接触的面的单位法向矢量；函数 unit( )
表示求单位矢量。 
接触面上的每一个点均是接触点，在接触面的

每一个角点上均设置了法向、切向弹簧和相应的阻

尼器。假定接触面上的面力分布是线性的，将接触

面多边形分成数个互相不重叠的三角形，由三角形

的三个角点弹簧、阻尼求得该角点的分布力强度，

再由三个角点力强度拟合出线性分布力系。这样，

一个接触面可以有数个三角分布力系。每一个角点

力的求解均与点接触模型一致，接触力增量和接触

相对位移增量关系为： 

n n n

s s s

K
K

∆ = − ∆
∆ = − ∆

F u
F u

              (9) 

其中：Kn、Ks分别是接触法向和切向弹簧的刚度；

Δun、Δus分别为相对位移增量的法向和切向分量；

ΔFn、ΔFs为法向和切向弹簧力变化量。 
如图 3所示，假定一个三角形接触面△P1P2P3，

法线方向单位矢量为 n，两个切线方向单位矢量分
别为 s、t，已经求得三个角点法向接触力强度 Fni，

切向力强度 Fsi、Fti，i =1,2,3。以法向力为例，对
其中任何一点 P，其法向力矢量满足如下式子： 

1 1 2 2 3 3n n n
n

A F A F A F
A

+ +
=F         (10) 

式中：A为△P1P2P3的面积；A1为△PP2P3的面积；

A2为△P1PP3的面积；A3为△P1P2P的面积。 

 
图 3  接触面力的分布 

Fig.3  Distribution of face contact force 

同样的方法，可以求得任何一点 P的两个切向
应力。 
初始面面接触是抗拉的，面面接触的破坏需要

满足一定的准则。通常有抗拉准则和摩尔库伦准

则，见下式。 
dn

nS
F F S Sτ

∆
= ∫ ≤                        (11) 

| | d d | |s t n
n tS S

F F F S F S F f cA
∆ ∆

+ = + +∫ ∫ ≤    (12) 

式中：τ 为抗拉强度；f是接触面的摩擦系数；c为
凝聚力；A为面积。 
以上的接触破坏判别准则在对于弹性块体是

完全适用的，但考虑到块体的弹塑性本构关系，块

体在加载过程中进入塑性后刚度很小，即当块体已

经发生较大的变形时，应力状态的变化很小，见  
图 4，若采用理想弹塑性本构，块体产生大变形，
应力状态仍会保持不变。块体的应力在塑性阶段变得

不敏感，轻微的数值振荡即可能会影响到判别结果，

所以基于应力和力的抗拉准则和摩尔库伦准则，在

判断塑性块体面面接触破坏时存在着较大的误差。 

 
图 4  应力-应变曲线示意图 

Fig.4  Stress-strain curve 
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考虑弹塑性本构的 3MDEM初衷在于模拟结构
块体系统从弹性阶段、进入塑性阶段、再进入断裂

和破坏的全过程。基于这一原则，可以假定块体弹

性阶段时，面面接触不会破坏，块体进入塑性后才

进行面面接触的破坏判断。于是本文提出基于块体

的塑性应变作为块体间面面接触破坏的判断准则，

即两接触的块体的塑性拉应变或剪应变的大小大

于相应的极限应变后，两块体断开，面面接触取消，

见下式： 
min( , )i j

xx xx ttε ε ε> 或min(| |, | |)i j
xy xy tsε ε ε>   (13) 

式中： xxε 为接触面正应变； xyε 为接触面剪应变；

其上标 i, j表示面面接触的两个块体编号； ttε 和 tsε
表示极限正应变和极限剪应变。 
具体如图 5，若块体 1 未达到极限应变，块体

2和块体 3达到极限应变，则块体 2与块体 3之间
的面面接触取消。 

 

图 5  面面接触破坏准则示意图 
Fig.5  Diagram of face contact failure 

2  算例验证 

2.1  双块体拉断 
采用两个块体，左边阴影块体为位移强制固定

的刚体，右边块体大小为 1m×1m×1m，弹性模量为
24GPa，泊松比为 0.2，密度为 2400kg/m3。采用

Mises屈服准则，屈服应力为 1.732MPa，硬化参数
1GPa，极限拉伸应变取为 100×10−6，极限剪切应变

取为 200×10−6。法向接触刚度 50GPa，切向接触刚
度为零，可以模拟单向拉伸，右端部施加向右

3000kN/m2的均布荷载，如图 6。 

    
图 6  拉伸块体示意图 

Fig.6  Blocks for tension 

块体形心的位移，应变和应力时程曲线如图 7―
图 9 所示。从在 0.09s 左右开始，位移开始出现突
然增大，并呈抛物线上升，说明块体面面接触断开，

块体被拉开向右作匀加速直线运动。同时塑性应变

保持不变，应力出现卸载并保持稳定。 

0
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图 7  块体竖向位移时程曲线 
Fig.7  Time interval of vertical displacement 
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图 8  块体应变时程曲线 
Fig.8  Time interval of strain 

 

图 9  块体应力时程曲线 
Fig.9  Time interval of stress 

从应变时程曲线可以看出，块体从 0.06s 左右
进入塑性，应变增加到 100×10−6 以上开始保持不

变，这是因为块体被拉断，出现卸载，块体又恢复

弹性。从应力时程曲线可以看出，卸载后应力保持

在 1.5MPa 附近，为施加荷载的一半，这个应力体
现的是形心点的受力状态，将块体从中间竖向切开

可以发现，左右两边的块体各受一半的惯性力，即

该截面存在平衡状态一半的应力，块体正应力沿 x
方向线性分布。 
2.2  双块体剪断 

采用与上面拉断算例中相同尺寸和材料的块

体，法向接触刚度 50GPa，切向接触刚度 20.8MPa，
右部施加向下 1600kN/m2的均布荷载，如图 10。 
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图 10  剪切块体示意图 
Fig.10  Blocks for shear 

块体形心的位移，应变和应力时程曲线如图 11―
图 13所示。从在 0.12s左右开始，位移开始出现突
然增大，应变保持不变，应力出现突然减小，说明

块体面面接触被剪断，与拉伸相比剪切的过程比较

复杂，块体会发生转动，与端部的固定刚体发生

碰 撞。 

 
图 11  块体竖向位移时程曲线 

Fig.11  Time interval of vertical displacement 

 
图 12  块体应变时程曲线 

Fig.12  Time interval of strain 

 
图 13  块体应力时程曲线 

Fig.13  Time interval of stress 

从应变时程曲线可以看出，块体从 0.06s 左右
进入塑性，应变增加到 200×10−6以上，并在 0.13s
后保持不变，这是因为块体被剪断而后卸载，处于

弹性状态。 

3  悬臂梁算例 

如图14，一个左端固支的悬臂梁，尺寸为300m× 
60m×15m，弹性模量为 24GPa，泊松比为 0.2，密
度为 2400kg/m3。采用 Mises 屈服准则，屈服应力

为 1.732MPa，硬化参数 H为 1GPa，极限拉伸应变
取为 1×10−3，极限剪切应变取为 2×10−3。 

0.35×106 N/m2

300m

60m

x

y

o  
图 14  悬臂梁示意图 

Fig.14  Diagram of a cantilever beam 

离散元块体如图 15所示，厚度方向分为 4层，
每个块体尺寸为 15m×15m×15m。法向接触刚度
5GPa，切向接触刚度 2.08GPa。在最上一层块体表
面施加均布面力，10s内均布荷载 P从 0线性增加
到 0.35×106N/m2。 

块体1

块体2

块体4
块体3

 
图 15  悬臂梁块体示意图 

Fig.15  Blocks of the cantilever beam 

有限元 (FEM)与 3MDEM 的屈服区比较见   
图 16，在 0.5P0时，3MDEM与 FEM的计算，悬臂
梁均处于连续状态，两者屈服区的结果较为接近。

继续加载，两者结果的有所不同，FEM的屈服区不
再扩大，而塑性应变在端部应力集中区开始迅速增

长直至变形过大，计算出现不收敛而无法继续；

3MDEM 的结果显示，荷载达到 0.6P0后，左上部

块体 4塑性应变超过极限应变，与端部块体的面面
接触断裂，进入非连续阶段。 

 
FEM 

 
3MDEM 

图 16  屈服区示意图(0.5P0) 
Fig.16  Diagram of yield zone 

FEM 与 3MDEM 的应力比较见图 17，其中虚
线为 3MDEM 结果，实线为 FEM 结果。加载到

0.5 P0，在进入非连续之前，两者计算结果除去端部，

其他区域分布规律近似，吻合较好。这是由于简单
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变形体离散元的变形模态阶数不够，端部的应力集

中反应不够充分，应力会略有偏小。加载到 0.6P0，

3MDEM的计算进入非连续，左上部块体 4发生断
裂，出现局部的卸载见图 18，可见左上端部，应力
卸载到零，附近的应力出现较大范围的重分布。 

 
图 17  x向正应力等值线图比较(0.5P0)  /Pa 

Fig.17  Contour map of x stress (0.5P0) 

 

 
图 18  x向正应力等值线图(0.6P0)  /Pa 
Fig.18  Contour map of x stress (0.6P0) 

图 19给出了 3MDEM与 FEM计算悬臂梁的破
坏过程，位移均放大 10倍。可以看出加载到 0.6P0

之前，3MDEM与 FEM的结果类似，梁端部进入塑
性，出现较大弯曲变形；加载到 0.6P0，3MDEM出
现开裂，位置在左端上部，整个界面逐渐拉剪破坏，

最后悬臂梁整体脱离固支端，而此阶段 FEM 结果

的端部塑性区继续发展，出现很大变形直到计算不

收敛，无法模拟结构断裂后的非连续破坏。 

 
(a) 0.3P0 (3MEM) 

 
(b) 0.3P0 (FEM) 

 
(c) 0.5P0 (3MDEM) 

 
(d) 0.5P0 (FEM) 

 
(e) 0.6P0 (3MDEM) 

 
(f) 0.6P0 (FEM) 

 
(g) 0.8P0 (3MDEM) 

 
(h) 0.8P0 (FEM) 

 
(i) 1.0P0 (3MDEM) 

 

计算不收敛 
(j) 1.0P0 (FEM) 

图 19  悬臂梁破坏过程示意图(位移放大 10倍) 
Fig.19  Failure process of cantilever beam 

综上，3MDEM 对悬臂梁的计算结果，连续阶
段的精度与 FEM 有可比性，非连续阶段的模拟结

果较合理，基本实现了结构弹性-塑性-断裂-破坏的
连续非连续全过程模拟。 

4  结论 

本文在三维模态变形体离散元方法(3MDEM)
的平台实现对连续系统的弹性阶段，到弹塑性阶

段，再到断裂、破坏的全过程模拟。系统从弹性阶

段过渡到线性通过块体的塑性本构关系实现，从弹

塑性阶段到断裂的过程通过解除块体间初始的面

面接触实现；为了解决基于力和应力的接触破坏判

断准则在弹塑性本构的 3MDEM中的缺陷，本文提
出了基于塑性应变的拉伸和剪切的接触破坏判断

准则，并进行了双块体的拉断和剪断算例验证；最

后将这一模型用于计算上表面受竖向均布荷载的
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悬臂梁，模拟了悬臂梁从弹性进入塑性，并断裂破

坏的全过程，结果较为合理，可以实现结构弹性-
塑性-断裂-破坏的全过程模拟。 
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