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平稳随机激励下随机结构动力可靠度分析的 
多项式逼近法 

乔红威1，*吕震宙1，关爱锐2，刘旭华2 
(1. 西北工业大学航空学院，西安 710072；2. 中国飞行试验研究院，西安 710089) 

摘  要：针对平稳随机激励下随机结构动力可靠度分析问题，在分裂法和 Hermite 多项式逼近的基础之上，建立

了一种新的计算随机结构动力可靠度的方法。所提方法运用分裂法的思想将多维动力可靠度响应函数转换成一

维问题，并采用 Hermite 多项式逼近单随机变量的动力可靠度响应函数，最后利用 Monte Carlo 法求解显式化后

的无条件动力可靠度，并通过两个算例考察了该方法的有效性和可行性。 
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DYNAMIC RELIABILITY ANALYSIS OF STOCHASTIC STRUCTURES 
UNDER STATIONARY RANDOM EXCITATION USING HERMITE 

POLYNOMIALS APPROXIMATION 

QIAO Hong-wei1 , *LU Zhen-zhou1 , GUAN Ai-rui2 , LIU Xu-hua2 

(1. School of Aeronautics, Northwestern Polytechnical University, Xi’an 710072, China; 2. Chinese Flight Test Establishment, Xi’an 710089, China) 

Abstract:  For dynamic reliability analysis of stochastic structures under stationary random excitation, a new 

dynamic reliability assessment method is presented on the basis of decomposition method and Hermite polynomi-

als approximation. The method involves an additive decomposition of a multi-dimensional dynamic reliability 

response function into an one-dimensional function, then the Hermite polynomials is employed to approximate the 

one-dimensional dynamic reliability response function. At last, the unconditional reliability of the explicit re-

sponse function is obtained by the Monte Carlo simulation, two examples demonstrate the rationality of the pre-

sented method. 

Key words:  random excitation; stochastic structures; dynamic reliability; decomposition method; Hermite poly-
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以可靠性理论为基础的概率设计方法，是今

后结构设计发展的必然趋势。传统的可靠性设计

理论中，静力可靠性分析可以同时考虑结构参数

和静载荷的随机性，而对于随机过程激励下的结

构动力可靠度问题，结构参数的随机性却考虑得

较少。因此，很有必要建立一套能同时考虑结构

随机性与激励随机性的复合随机振动系统可靠性

分析方法。近年来，这方面的研究工作也取得了

一系列进展。如陈颖、王东升等[1]基于随机振动的

首次超越破坏准则，建立了随机结构动力可靠度
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功能函数，然后引入序列响应面法进行失效概率

计算；陈建军等[2]利用随机因子法求解动力响应的

数字特征，并根据动力可靠性的Poisson公式导出

随机结构在平稳随机激励下的动力可靠度计算公

式；Spencer和Elishakoff 
[3]根据条件化方法应用动

力可靠度的后向Kolmogonov方程求解了单自由度

体系的可靠度；最近，李杰和陈建兵[4]基于概率密

度演化方法求解结构复合随机振动的可靠度，所

提方法不需期望穿阈率的计算及对跨越过程性质

的假定，具有较高的精度，采用数论选点法后能

显著降低计算量，更加适合高维问题。 

早在多年前人们就将正交多项式用于随机结构

的响应分析[5―6]，其方法的难点在于如何计算多项式

系数，不当的算法会导致计算量很大，文献[6]提出

了采用B样条插值法求解多项式系数，但仍需要较

多的插值点。本文从随机结构的无条件动力可靠度

公式出发，运用分裂法[7]的思想将多维的条件可靠

度函数转换成一维问题，并且采用Hermite多项式逼

近一维的条件动力可靠度函数，多项式系数采用

积分格式和Hermite正交多项式权函数形式近似的

Hermite积分法计算。本文方法可高效准确的求出

随机结构平稳随机激励下的动力可靠度值。 

1  平稳随机激励下结构的动力可靠度

分析 

在结构动力可靠性分析中，人们常采用的破

坏准则有首超破坏和疲劳破坏准则，本文主要讨

论首超破坏。首超破坏是以结构上控制点的动力

响应(位移、应力等)首次超越安全界限值(主要有

单侧界限，双侧界限和包络界限)为标志，在工程

中的应用亦极为广泛，下面简单介绍结构动力可

靠性分析的双侧界限。 
双侧界限的定义是若结构的动力响应 ( )y  的

绝对值在时间[0, ]内不超过安全界限值 的概

率，即是： 

t b

( ) Pr{ ( ) , 0 }R t b y b t   　           (1) 

以上是对动力可靠度的定义，其中动力首超破

坏分析的基础是响应 ( )y  与安全界限的交叉次数。

人们通常认为结构系统的动力响应与允许界限的交

叉服从Poisson分布和Markov过程的假设  

[8]，基于

交叉次数为Markov过程的动力可靠度公式为： 
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谱矩 的计算公式如下： ka
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其中 ( )yyS  为动力响应 ( )y  的自功率谱密度   

函数。 

以上的动力可靠度计算方法无法考虑结构参

数的随机性，当需要考虑的结构为随机结构时，

可采用无条件动力可靠度分析公式[9―10]。设 X 为

表示结构参数的随机变量向量，反映  

(分别表示结构的质量矩阵、阻尼矩阵、刚度矩阵)

的随机性，则随机结构的无条件动力可靠度公式

可写成： 

、M 、C K

( ) ( | ) ( )dR t R t f  x

x

X X X           (4) 

其中： ( | )R t X 为在结构参数为 X 时的条件可靠

度； ( )xf X 为 X 的联合概率密度函数。 

式(4)的求解相当于解一个多重积分，通常只

能依靠数值方法。文献[9]提出将 ( )R t 进行泰勒级

数展开来求 ( )R t ，文献[10―11]亦运用响应面法或

Monte Carlo 法等数值方法来求无条件失效概率。

本文根据分裂法和 Hermite 多项式逼近来求解无条

件动力可靠度。 

2  随机结构随机激励下无条件动力

可靠度的求解 

2.1  单随机变量结构系统无条件动力可靠度解法 

对于不同的结构参数 X ，条件动力可靠度

( | )R t X 将具有不同的值，因此我们可将条件动力

可靠度 ( | )R t X ( 为一固定的时间点)当作一个响

应函数来处理，称之为可靠度响应函数，可用

t

( | )r t X 来表示： 

( | ) ( | )r t R tX X              (5) 

首先考虑 X (结构参数的随机变量)为单随机

变量的情况，即动力可靠度响应函数为 ( | )r t X 。
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本文方法建立在标准正态空间内，因此如果结构

参数为非标准正态分布的随机变量 X ，则需根据

Rosenblatt变换等变换方法将其转换成标准正态分

布的变量 x [6](若 X 是具有均值 X 和标准差 X 的

正态随机变量，则有 X

X

X
x





 )，根据响应函数

的多项式函数逼近理论[6]，单随机变量形式的动力

可靠度响应函数 的Hermite多项式逼近函数

可写成： 
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式中 具有如下形式： ag
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式(8)中的 x 为 Hermite 多项式的权函数： 
1

22π
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aH 可由下面的关系式推导得出： 
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aH 的阶数 取决于响应的非线性程度，对于

一般的随机结构动力可靠度问题， a 取 4 即可。

假设 取值为

a

a M ，那么条件可靠度函数的 M 阶

Hermite 多项式逼近可写成如下形式： 

0

( | )
M
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a
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a

( )xr t        (10) 

在式(10)中， H 具有固定的表达式(由式(9)推

导得出)，只有系数 ag 要求解， ag 求解是用

多项式逼近动力可靠度响应函数 (r t 最为重

要的部分。各种 Monte Carlo 法可用于 g 的求

解，但是所需的计算量巨大，本文根据 的积分

格式，推导出一种新的求解方法。 

需 的

中|
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)x

g
a

a
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将式(8)代入式(7)后可得到系数 的第 阶具

体表达式： 
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为了方便推导，可令上式中的 )x H   

( )aZ x ，那么式(11)就可写成： 
1 2
2) exp d

x

x1
( )a a (2π
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g Z x x
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再令式(12)中的
2

x
y  ，经整理后有： 

21
( 2 )exp( )d

! π
a ag Z y y

a




  y      (13) 

通过对比发现，式(13)和 Gauss-Hermite 积分

公式具有相同的积分格式， 点的 Gauss-Hermite

积分公式如下所示： 

m

2

1

( )exp( )d ( )
m

i i
i

F y y x w F




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iw 是的权重系数， 是相应的积 

分点。 

( 1, 2, , )iy i m 

因此，我们由式(13)和式(14)构建 的 点

Hermite 积分： 

ag m

1

1
( )

!

m

a i
i

ig PG x
a 

               (15) 

由于前面有变换
2

x
y  ，且将

1

π
合并了，

所以 ix 和 应是如下形式： iP

2i ix y , 
π
i

i

w
P              (16) 

Hermite 积分点数 可取 3、5、7 等，通常取

7 即可，具体的积分点和权重系数值请参考文

献 [12]。需要值得注意的是，由于在前面将非标准

正态分布的随机变量

m

X 转换成了标准正态分布的

随机变量 x，因此 r t 的值实质上为( | ix ) ( | )ir t X   

( | )iR t X ( iX 为 ix 根据标准正态变换的逆变换的

值)。在求出 后，将其代入式(10)即可获得动力

可靠度响应函数 r t 的
ag

( | )x M 阶 Hermite 多项式逼

近 。 (Mr )x

2.2  多随机变量结构系统无条件动力可靠度解法 

分裂法是Rahman和Xu[7]根据多维函数降维处

理的思想，将含有多个随机变量的结构响应函数

(g )X 分解成仅含有单个输入随机变量响应函数的

组合(单变量分解)，其分解模型具有如下形式： 

1 2 1 1
1

( ) ( , , , , , , )
n

i i i n
i

g g x x x x x x 


      ,X  

1 2( 1) ( , , , nn g x x x )               (17) 

式中： X 为 n维随机向量； nx 为第 个随机变量

的均值；

n

ix 代表第 i 个随机变量。 

根据此思想，我们可将多维的动力可靠度响

应函数 ( | )r t X 分解成若干个一维动力可靠度响应

函数的组合，而一维的动力可靠度响应函数可用

2.1 节的方法逼近。 
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令含多随机变量的结构动力可靠度响应函数

为 ( | )r t X ， X 为 维随机向量，其均值为n X  

1 2{ , , , }nx x   x ，令 1 2{ , , , , , }i
i nx x x x    X (即为

iX 中除 ix 外其余的随机变量为其均值，相当于只

含一个随机变量 ix )。那么 ( | )ir t X (只含一个变量)

的M 阶逼近形式为： 

0

( | ) ( )
M

M i
ai a

a

r t g H


 iX X          (18) 

则多随机变量的动力可靠度响应函数 ( | )r t X 的近

似公式表达式为： 

1

( | ) ( | ) ( 1) ( | )
n

M i

i

r t r t n r t


  X X X  

1 0

( ) ( 1) ( | )
n M

i
ai a

i a

g H n r t
 

  X X   (19) 

( | )r t X 为结构在均值处的可靠度值。当能用

显式的 ( | )r t X 来表示隐式的 ( | )R t X 后，无条件

动力可靠度公式的积分(式(4))就很容易的由 Monte 

Carlo 法求解。尽管 Monte Carlo 法需要多次抽样

才能获得较好的结果，但由于 ( | )r t X 是显式的数

值表达式，所以其计算效率相当高，所需的时间

与调用确定性动力分析程序所需的时间相比可以

忽略，本文方法的主要计算工作量在于用 Hermite
多项式逼近动力可靠度函数 ( | )r t X 。 

3  算例分析 

例 1. 单自由度振子体系平稳位移响应可靠性分析 

单自由度线性体系受单源平稳随机激励时的

运动方程可表示为： 
( )my+cy + ky f t  , 

其中： 为质量； 为阻尼； k 为刚度；系统阻

尼

m c

/ (c 2 )mk  ，采用无量纲参数； ( )f t

1

为一

平稳随机过程，自谱为常值 0( )f fS S   ， 、k

 、 为服从正态分布且相互独立的随机变量，

均值分别为 40、0.05、15， 、

m

k  、 均具有相

同的变异系数

m

 。分别考虑 、k  、 三者之一

为随机变量和全部均为随机变量的情形，分析位 

m

表 1  不同变异系数下的动力可靠度 

Table 1  Dynamic reliability results under different coefficient  

变异系数 k =0.1  =0.1 m =0.1 all =0.1 

( )R t  0.99248 0.99485 0.99593 0.99031 

变异系数 k =0.15  =0.15 m =0.15 all =0.15 

( )R t  0.98449 0.99175 0.99499 0.97828 

移响应 的动力可靠度，双侧位移响应界限值为

0.55， =120。以下各表为分析结果。 

y

t
表 2 为 Monte Carlo 法的计算结果， 、k  、

均具有相同的变异系数m  ，模拟次数为  10    

万次。 

表 2  Monte Carlo 法和与本文方法结果 

Table 2  The results of proposed method and  

Monte Carlo method 

变异系数 all =0.05 all =0.1 all =0.15 

数值模拟 0.99517 0.99034 0.97821 

本文方法 0.99523 0.98937 0.97467 

误差/(%) 0.00603 0.0979 0.362 

表 1 的数据表明： 、k  、m 对位移响应的

可靠度影响各不相同(由各变量对应的可靠度值来

确定)， 最大， 最小，当所有变量具有随机性

时对可靠度的影响最大。表 2 表明动力可靠度值

随着变量变异系数的增大而减小，并且变异系数

的大小对本文方法的精度影响较小。当变异系数

为 0.15 时，与 Monte Carlo 法计算 10 万次的误差

仅为 0.362%，而且只调用了 21(7×3，7 为 Hermite

积分数，3 为随机变量个数)次可靠度计算程序。 

k m

例 2. 三盒段翼盒结构动力可靠性分析 

三盒段模拟机翼的翼盒结构如图 1 所示，左

端固支，通常将翼盒模型看成是板杆结构，总共

有 28 个杆、16 个板。翼盒的尺寸见图 1，杆单元

和板单元所用的材料相同，密度为 7800 ，

泊松比取 0.3，弹性模量为E/GPa，设所有杆元具

有相同的面积A/m

3kg/m

2，所有板元有相同的厚度H/m，

节点 6、节点 8、节点 10、节点 12、节点 14、节

点 16 上受到沿X方向的 6 个完全相关的随机集中

力 ( )f t 的 用 ， ( )作 f t 自 谱 为 常 值

，频率范围

的
6 21.0 /Hz10 N f [0,150]Hz ，阻尼比

均为 0.01。假定结构参数A、H、E为 3 个互不相

关的服从正态分布的基本随机变量，均值分别为

0.0005、0.008、300，均具有相同的变异系数 ，

分别考虑A、H、E三者之一为随机变量和全部均 

 

图 1  三盒段结构示意图 

Fig.1  Diagram of three-box structure 
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为随机变量的情况下，第 15 节点 X 方向位移的动

力可靠度，双侧位移响应界限值 b=0.06m， t= 

1200 s。 

表 3  不同变异系数下的动力可靠度 

Table 3  Dynamic reliability results under different coefficient  

 

变异系数 0.05A   0.05H   0.05E   0.05all 

( )R t  0.99853 0.99702 0.99867 0.99681 

变异系数 0.1A   0.1H   0.1E   0.1all   

( )R t  0.99819 0.98221 0.99810 0.98103 

通过对表 3 的观察可以得出，在此种情况

下，板元厚度 H 对翼盒结构动力可靠度的影响最

大，其次是弹性模量和杆元面积。 

翼盒的动力可靠度值在不同时刻也是各不相

同的，下表为翼盒在不同时刻的可靠度值(所有变

量均具有变异系数 0.05，限值 b=0.06m)。 

表 4  不同时刻的动力可靠度 

Table 4  Dynamic reliability results at different times 

t/s t=1000 t=1100 t=1200 t=1300 t=1400 

( )R t  0.99732 0.99715 0.99681 0.99652 0.99634 

表 4 表明结构的动力可靠度值随着时间的增

大而减小，也即是失效的可能性增大。在本例

中，对于每一个时间点，需要 21(7×3)次确定性结

构的动力可靠度分析。本文方法与响应面法类

似，整个分析过程中不需要修改动力分析程序，

并且效率较高，因此适合于大型结构分析。 

4  结论 

同时考虑结构参数随机性和载荷随机性的复

合随机振动可靠性问题，现有的计算方法要么计

算烦琐，要么效率低下，不适合工程应用。本文

提出了一种新的建立在分裂法和 Hermite 多项式逼

近基础之上的复合随机振动可靠度计算方法，所

提方法采用 Hermite 多项式逼近单随机变量的可靠

度响应函数，并运用高效的 Hermite 积分求解多项

式系数，多随机变量的可靠度响应函数通过分裂

法的思想来近似。由于 Hermite 积分和分裂法思想

的有机结合，使得本文方法能够兼顾效率和精

度，可为大型复杂工程结构的动力可靠性分析提

供一条出路。 
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