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旋转半无限大体广义电磁热弹性耦合的二维问题 
*何天虎，贾维维 

(兰州理工大学理学院，兰州 730050) 

摘  要：基于广义热弹性理论，研究了热和电可导的旋转半无限大体在其表面受随时间变化的热作用的广义电磁

热弹性耦合的二维问题。半无限大体置于恒定的磁场中，受热作用产生膨胀变形，由于外加磁场的作用，介质中

产生了感应的电场和感应的磁场。该文建立了电磁热弹性耦合的控制方程，利用正则模态法求解，得到了问题的

解析解，并给出了各物理量的分布规律。可以看出，介质中呈现出电磁热弹耦合效应，由于旋转，位移和应力的

幅值有很明显的降低，而旋转对温度和感应的磁场的影响不大。 
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A TWO-DIMENSIONAL GENERALIZED 
ELECTROMAGNETO-THERMOELASTIC COUPLED PROBLEM FOR A 

ROTATING HALF-SPACE 

*HE Tian-hu , JIA Wei-wei 

(School of Science, Lanzhou University of Technology, Lanzhou 730050, China) 

Abstract:  Based on Green and Lindsay’s generalized thermoelasticity theory with two relaxation times, a 

two-dimensional coupled problem in electromagneto-thermoelasticity for a rotating half-space solid subjected to a 

heat on its surface is studied. There is an initial magnetic field parallel to the plane boundary of the half-space. 

The medium deforms because of the applied heat, and due to the application of the magnetic field. Thusly, both 

magnetic and electric fields are induced in the medium. Maxwell’s equations and the electromagneto-   

thermoelastic coupled governing equations are established. The normal mode analysis is used to obtain the exact 

expressions for the considered variables. The distributions of the considered variables are represented graphically. 

From the distributions, it can be found the wave type heat propagation and electromagneto-thermoelastic coupled 

effect in the medium, and it also can be found that the rotation significantly decreases the magnitude of the real 

part of displacement and stress and insignificantly affects the magnitude of temperature and induced magnetic 

field. 

Key words:  thermal relaxation times; electromagneto-thermoelastic couple; normal mode analysis; rotating 

half-space; generalized thermoelasticity theory 
 

广义热弹性理论能描述固体中的第二声效应，

即热以有限的波速在介质中进行传播。目前，主要

有两种不同的广义热弹性理论：一是Lord和

Shulman[1]广义热弹性理论(L-S)，该理论在热传导

方程中引入了一个热松弛时间因子，在热流与温度

梯度的关系中考虑了热流率项；二是Green和

Lindsay[2]广义热弹性理论(G-L)，该理论分别在本构

方程和能量方程中各引入了一个热松弛时间因子，

在热传导方程中考虑了温度的变化率。这两种理论

都能描述热在介质中以有限的速度进行传输。 
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热弹性体在磁场作用下，磁场与应力应变间的

相互作用的研究涉及到诸多领域如地球物理学、等

离子体物理学、磁场中声波的阻尼、核设施中电磁

波的辐射及电能工程等，研究结果在这些领域有着

极其重要的指导意义。 

 

应用经典的热弹性理论，我国学者郑晓静和周

又和建立了对电磁材料结构非线性力学行为研究

的完整的理论框架，给出了多场耦合的非线性本构

关系[3―4]。他们还对电磁材料包括超导材料等结构

的多场耦合的力学行为给出了很好的定量预    

测[5―7]，这些工作成功地将传统的板壳力学推广到

了电磁材料结构力学。应用广义热弹性理论，学者

们在文[8―15]中对于非旋转弹性介质的广义电磁

热弹耦合问题开展了广泛的研究。 

本文则基于 L-S 和 G-L 理论，研究了电和热可

导的旋转半无限大体受热作用的电磁热弹耦合的

平面波问题。文中建立了考虑旋转效应的电磁热弹

耦合的控制方程，利用正则模态法对问题进行了求

解，得到了所考虑物理量的解析解。本文与文[11]

不同之处在于所应用的理论、施加的热载荷及所研

究的对象不同。 

符号： 
J —电流密度矢量 —位移矢量 u
B —磁通密度矢量 —电位移矢量 D

0 —磁导率   e —电荷密度 

ij —应力分量  —应变分量 ije

iu —位移分量  —比热 Ec

0T —参考温度  —绝对温度 T

iF —洛仑兹力分量 —热传导系数 
—质量密度  1 ， 2 —热松弛时间 

0 —电导率   0 —介电率 

,  —拉梅常数  t —热膨胀系数 

/Ec   , (3 2 ) t     , 2
1 ( 2 ) /c      

1  基本方程 

考虑被置于恒定磁场中的热弹半无限大体

，外加磁场强度的大小为( 0x ≥ ) 0=(0,0, )HH

(
，方

向沿着 z 轴，同时，半无限大体以角速度 0,0,  

绕 z 轴旋转。考虑旋转效应，运动方程中包含

了与时间相关的向心加速度 项和科里

奥利加速度 。假设在初始时刻(t = 0)，半无

限大体在其表面处受到随时间 t 及坐标 y 变化的热

载荷的作用。取坐标原点位于半无限大体表面几何

中心处，给出过 oxy 的半无限大平面示意半无限大

体受热载荷及磁场的作用，如图 1 所示。 

)
( )  u

2 u

 
图 1  半无限大体受热载荷及外加磁场作用的示意图 

Fig.1  Sketch of half space subjected to applied thermal load 

and initial magnetic field 

由于外加磁场 H 的作用，半无限大体中产生了

感应磁场 h 和感应电场 E。对于缓慢变形的、电和

热可导的各向同性体，在线性化以后的电磁场的控

制方程可以写成下面的形式： 

 h J  D                   (1) 

E B                        (2) 
0, eB D                   (3) 

0 0( ),B H h D E            (4) 

0 0( )E H   uJ

ijkke 

{ [i

            (5) 

不计体力和内热源，考虑旋转效应时的广义电

磁热弹性耦合的控制微分方程为： 

        (6) ijijij TTTe  )(2 10


 , ( )] (2 )ij j i i iF u u }          u   (7) 

 2
2 0 , 2( ) ( , )E i i i iT c T T u m u        T         (8) 

 , ,j iu

)

1
( )

2ij i je u

i

                         (9) 

 0 (iF J H                            (10) 

在上述方程中，物理量中逗号跟一个后缀表示关于

物质坐标进行微分，物理量上方的点表示关于时间

微分。当 1m  ， 1 0  时，对应 L-S 理论；当 0m  ，

1 0  时，对应 G-L 理论。在二维情形下，位移分

量有以下形式： 
( , ( , , ), 0x yu u x t u x y t u, ),y z      (11) 

介质中磁场强度的分量为： 

00,  ( , , )zH H h x y 0,x yH H t       (12) 

电场强度矢量同时垂直于磁场强度矢量和位

移矢量，因此，它的分量具有如下的形式： 

1 2,  ,  0x y zE E E E E            (13) 

电流密度矢量 J 平行于 E，因此： 

y

z


x

o

( , )f y t 

0H
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          (14) 1 2,  ,  0x y zJ J J J J  

为方便起见，引入下面的无量纲量： 
* * * *

1 1 1 1

* 2 * 2 * 0
1 1

* * *
2

0 0 0 1 0 0 0 1

, , , ,

( )
, , ,

2

,   ,  1,2

ij
i i ij

i
i

x c x y c y u c u c

T T
t c t c

E h
E h

H c H c

    
 

    
  

  
    

   


   



  
2

,

i 

 

                                   (15) 

利用式(15)中所定义的无量纲量，上面的控制

方程可以简化为(为了方便省略星号)： 
2

2 2 2
1( 1)

e
u

x x t x

   
   

       



 

2
2 2 2

2 2 2
2

u u
w wE u

t t
  

             
  (16) 

2 2 2
2

( 1) 1
e

y y

    
       
    t y




 

2
2 2 2

2 1 2
2w wE u

t t

      
           




 (17) 

2 2
2

2 1 22

e e
m

t t t t

    
     

           
2





     (18) 

2 1
1

Eh
wE V

y t t

 
  

  
， 

2 2
2

Eh u
wE V

x t t

 
   

  
， 

1 2E E h

y x

  
 

  t
                           (19) 

式中： 
2

2 0 0 0
1

2
20 0 1

2
0 0

2
,  ,  ,

( 2 )

1
,  ,  

2

E

T
w

c

H c
V c

c

    
   




   


  



  



 

求解方程，就可以求得介质受热作用时，介质

中的温度、位移、应力及感应的电磁场的分布规律。

这些量的求解要借助于问题的边界条件，本问题的

边界条件可以描述如下： 

1) 热边界条件：半无限大体在其表面受到热作

用，因此有 (0, , ) ( , )y t f y t  。 

2) 应力边界条件：半无限大体在其边界处应力

自由，因此有 (0, , ) (0, , ) 0xx xyy t y t   。 

3) 在边界面上，电场强度的切向分量是连续

的，因此有 2 20(0, , ) (0, , )E y t E y t 。 

4) 在边界面上，磁场强度的法向分量是连续

的，因此有 0(0, , ) (0, , )h y t h y t 。 

对于方程的求解，采用下面的正则模态法。 

2  正则模态分析 

根据正则模态分析，所考虑物理量的解可被分

解为下面的形式： 
[ , , , , , , , ]( , , )i iju e h E x y t      

* * * * * * * *[ ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( )]i iju x x e x x x h x E x x    
exp( i )t ay                              (20) 

式中：是复时间常数；i 是虚数单位； 是 y 方

向的波数，利用方程(20)，由式(16)―式(19)可以得

到关于 、 、 和 的方程。消

去 ， 和 ，可以得到 满足的

八阶偏微分方程，其中 ， 

a

)(x

)x
*h

(*e

)x

)(* x

)x *

)(* xh

)x

/ 

)(* x

e

D x
(* ( ( *

8 6 4 2 * 0( )D AD BD CD N e x( )       (21) 

式中，A、B、C、N 各个系数的参数可参考文献[11]

且式(20)能被分解为： 
2 2 2 2 2 2 2 2 *

1 2 3 4( ) ( ) ( )( ) ( )D k D k D k D k e x 0    

*

 

(22) 

方程(22)的解为： 
4

*

1

( ) ( )i
i

e x e x


             (23) 

在 x ，方程(22)的有界的解可以表示成下

面的形式： 
* ( ) ( , ) e ik x
i ie x R a            (24) 

与求解 同样的过程，类似地可以得到： )(* xe
4

*

1

( ) ( , )e ik x
i

i

x R a  



 ， ， 
4

*

1

( ) ( , )e ik x
i

i

h x R a  




4

*

1

( ) ( , )e ik x
i

i

x R a 



          (25) 

式中， ),( aRi 、 ),( aRi 和 ),( aRi  是关于 和a 
的待定参数。可以得到下面的关系，其中令： 

1 2
1 22 2 2 2

2

2

3 42 2 2 2 2
4 5

(1 )1
,

2
,

i i

i i

m

k a k a

k a k a

    


    
 


 

  


 

   

，

。


4 i

 

则， 

2 3i i i i iR R R R R R       ， ，      (26) 

将式(25)代入式(26)，可以得到： 
4

*

1

( ) e ik x
i

i

x R 



             (27) 

 



 工    程    力    学 199 

4
*

1

( ) e ik x
i

i

h x R 



             (28) 

4
*

1

( ) e ik x
i

i

x R 



            (29) 

为了得到位移 和u  ，利用方程(20)，由方   

程(16)―方程(19)可以得到： 
4

*
1 1 4

1

( ) e [ i ] e ik xax
i

i

u x G k Z aZ Z R 



   i    (30) 

4
*

1 1 4
1

( ) i e [i ] e ik xax
i i

i

x G aZ k Z Z R 



     (31) 

为了使得式(30)和式(31)中的解在 x 时有

界，式(30)和式(31)中应令 。 0G
利用方程(19)和方程(20)，将式(24)、式(27)、

式(30)和式(31)分别代入方程(6)，可以得到应力  

分量： 
4

* 2 2 21
1 2 1 4

1

( ) 2 2i e ik x
xx i i

i

x a Z Z ak Z Z R


 






      
 

    (32) 

考虑自由空间中的磁场和电场强度，分别以

、 和 表示自由空间中的物理量，可以得

到 时自由空间中的物理量的表达式： 

0h

x
10E

0
20E

nxaFxh e),()(*
0  ， *

10 2

i
( ) ( , )enxa

E x F a
V




 ， 

nxaF
V

n
xE e),()(

2
*
20 


  

式中： ),( aF 是关于参数 a 和 的函数； n   

22V2a  。 

为了确定待定参数 ( 1,2,3,4)iR i  和 F ，需要考

虑问题的边界条件( )。将所考虑的物理量的表

达式代入上述边界条件，可以得到待定参数满足的

代数方程： 

0x

4
*

2
1

( , )i
i

Z R f a 


  (33) 

4
2 2 21

1 2 1 4
1

2 2i i i
i

a Z Z ak Z Z R
  


   
 0

 
 (34) 

4
2 2

1 1 4
1

[2i ( ) ] 0i i i
i

ak Z k a Z Z R


    (35) 

4

1 4 3 4 2
14

( i )i i
i

nF
Z k Z aZ R

V

 
 

  0

                        (37

求解方程 (33)―方程 (37) ，可以得到参

以借助于 Map

其材料常数如下

所示

 (36) 

4

3
1

0i
i

Z R F


   ) 

数

)4,3,2,1 和 F 的表达式。上述方程组的求解可

le 软件包，由于求解得到的待定参数

的表达式过于繁复，在此省略未列出。 

3  算例及讨论 

(iRi

选择铜质材料进行数值计算，

： 
10 2 10 2

3 5

9

0

7
0

7

0 0

7
0

7.76 10 N/m 3.86 10 N/m
8954kg/m 1.78 10 /K

10
383.1J/(kg K) F/m

36π
5.7 10 /( m)

10
293K A/m

4π
4π 10 H/m 386W/(m K)

t

Ec

T H

  
 





 







  
  

  

   

 

   

， ，

， ，

， ，

，

， ，

， ，

 

1 0.03  ， 2 0.02  ， * 50f  ， 0 1  ， 1.2a  。 

由于  i0  ，式中 是虚数单位，则i eωt   

s0e (coω t isin )t t 

0

，当所考虑时间 t 很小时，可

取  。

p( i )

设作用在半无限大体表面处的热载荷具

有形式 *( , ) exf y t f t ay 。计算中用到的相

关的常数如下。 

考虑

 

1.0t 、无量纲时刻 3.0t 及角速度

0.01  、 0.0  时， 6x

移、

及 0y 

及感

平面处无量

纲温

得到了无

度、位移、应力及感应磁场的分布规律。计算

量纲 、位 力 应磁场，其

实部的变化规律如图 2―图 11 所示。图 2―图 7 对

0.1t

的温度 应

 时，L-S 和 G-L 两种理论下的各物理量的分

布进行了比较，可以看出，在同一个 值下，两种

的各物理量的幅值基本上是一致的。图 8―

图 11 给出了当 0.1t

理论下

 、 0.3t  时，G- 理论下的无

量纲的温度、位移、应力及感应磁场的分布规律，

可以看出，随着 t 的增加，各物理量的幅值在

变大。 

从图 2―图 11 可以看到，各物理量分布的非零

值只存在

L

时间

于一个有限的区域内，超出这个区域，各

物理

而产生膨胀变

形，

的值都为 0，这意味着这些区域还未受到热的

扰动作用。这说明在所考虑时刻，热在介质中以有

限的速度进行传播。而这与经典传热学理论是完全

不同的，在经典传热学理论中，热以无限大的速度

在介质中进行传播。 

图 4 和图 11 反映了电磁热弹的耦合效应。介

质置于一恒定的磁场中，受热作用

受热变形的介质在磁场中切割磁力线，进而在

介质中产生了感应的电磁场。介质中电磁场的分布

随热扰动区的变化而变化。 
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，由于旋转，位移和

应力

 
图 2  t = 0.1 时 x = 6 平面上的温度分布 

Fig.2  Temperature distribution for x=6 at t = 0.1 

 

图 3  t = 0.1 时 x = 6 平面上的位移分量 u 分布 

Fig.3  The distribution of displacement u for x = 6 at t = 0.1 

 

图 4  t = 0.1 时 x = 6 平面上的

从图 3、图 4、图 7、图 9、图 10 可以明显地

看出旋转对位移和应力的效应

的幅值有很明显的降低；从图 2、图 5、图 6、

图 8、图 11 可以看出，旋转对温度和感应的磁场的

影响不大。 

应力分量
xx

 分布 

Fig.4  The distribution of stress 
xx

  for x  t = 0.1 = 6 at

 
图 5  t = 0.1 时 x = 6 平面上的磁感应强度分布 

Fig.5  Induced magnetic distribution for x = 6 at t = 0.1 

 
图 6  t = 0.1 时 y = 0 平面上的温度分布 

Fig.6  Temperature distribution for y = 0 at t = 0.1 

 
图 7  t = 0.1 时 y = 0 平面上的应力分量

xx
 分布 

Fig.7  The distribution of stress 
xx

  for y = 0 at t = 0.1 

xx

x

  = 0, G-L 
  = 0.01, -L G
  = 0, L-S 
  = 0.01, L-S 



x

  = 0, G-L 
  = 0.01, G-L 
  = 0, L-S 
  = 0.01, L-S 

h

y

  
  = 0, G-L 
  = 0.01, G-L
  = 0, L-S 
  = 0.01, L-S

xx 

y

 
  = 0, G-L 
  = 0.01, G-L 
 = 0, L-S 

-S 
 
  = 0.01, L

u 

y

 
  = 0, G-L 
  = 0.01, G-L 
  = 0, L-S 
  = 0.01, L-S 


 
  = 0, G-L 
  = 0.01, G-L 
 = 0, L-S 

S 
 
  = 0.01, L-

y
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

y

 t = 0.1, = 0.01 
 t = 0.3, = 0.01 

 

 
图 8  平面上的温度分布 

Fig.8  Temperature distribution for  

6x 
6x 

 
图 9  平面上的位移分量 u 分布 

Fig.9  The distribution of displacement u for 

6x 
6x   

 
图 10  平面上的应力分量6x 

xx
 分布 

Fig.10  The distribution of stress 
xx

  for 6x   

 

h

 t = 0.1, = 0 
 t = 0.3, = 0 

y

  t = 0.1, = 0.01
 t = 0.3, = 0.01
 t = 0.1, = 0 
 t = 0.3, = 0 

图 11  6x  平面上的磁感应强度分布 

Fig.11  Induced magnetic field distribution for 6x   

4  结论 

通过以上对电磁热弹耦合二维问题的分析，可

以得出如下结论： 

(1) 在给定时刻，热的扰动区域是有限的。 

(2) 物体受热变形，在外加磁场的作用下，介

质中产生了感应的电磁场，体现了电磁热弹耦合 

效应。 

(3) 由于旋转，位移和应力的幅值有很明显的

降低；旋转对温度和感应的磁场的影响不大。 
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