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受移动热源作用的两端固定杆的 

广义热-弹耦合问题 

*何天虎，曹  丽，周又和 

(兰州大学力学系，甘肃，兰州 730000) 

摘  要：基于带有一个热松弛时间的 Lord-Shulman 广义热弹性理论，研究了受移动热源作用的两端固定的均质各

向同性杆的热-弹动态响应。该文给出了杆的广义热-弹耦合的控制方程，借助拉普拉斯积分变换及其数值反变换

对控制方程进行了求解。计算得到了杆内温度、应力及位移的分布规律，从其分布图上可以看出，温度、应力及

位移随移动热源速度的增大而减小。 
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GENERALIZED THERMOELASTIC COUPLED PROBLEM OF A ROD 

FIXED AT BOTH ENDS AND SUBJECTED TO  

A MOVING HEAT SOURCE 

*
HE Tian-hu , CAO Li , ZHOU You-he 

(Department of Mechanics, Lanzhou University, Lanzhou, Gansu 730000, China) 

Abstract:  Based on the Lord and Shulman generalized thermo-elastic theory with one relaxation time, the 

dynamic thermal and elastic responses of an isotropic rod fixed at both ends and subjected to a moving heat 

source are investigated. The generalized thermoelastic coupled governing equations for the rod are formulated. By 

means of Laplace transformation and numerical Laplace inversion, the governing equations are solved. The 

numerical calculation for the stress, displacement and temperature within the rod is carried out and displayed 

graphically. The effect of moving heat source speed on the temperature, stress and temperature is studied. It is 

found from the distributions that the temperature, thermally induced displacement and stress of the rod are found 

to decrease at large source speed. 

Key words:  thermal relaxation time; generalized thermoelasticity theory; thermoelastic coupled; Laplace 

transformation; hyperbolic heat conduction 

 

在经典热弹性理论中，热在介质中是以无限大

的速度进行传播的，这与实验观测不相符。为了弥

补经典热弹性理论的不足，学者们发展了广义的热

弹性理论，广义热弹性理论能描述固体中的热以有

限的波速在介质中进行传播。目前，主要有两种不

同的广义热弹性理论：一是 Lord 和 Shulman
[1]

(L-S)

广义热弹性理论；二是 Green 和 Lindsay
[2]

(G-L)广

义热弹性理论。 
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由于移动热源在诸如冷作退火、脉冲激光切割

及焊接、合金表面硬化及脆性材料加工等工程领域

的广泛应用，利用经典或广义的热弹性理论，学者

们已做了大量工作来研究受移动热源作用的弹性

介质的温度响应及其变形和应力状态[3―10]。其中文

献[7]基于修正的热传导方程，研究了受移动热源作

用的两端固定的有限长杆的动态响应问题。文中借

助拉普拉斯变换首先从热传导方程直接求解得到

了温度的表达式，而后将之代入本构方程得到了应

力的表达式，方程的求解未体现各物理量的耦合。 

在本文中，基于 L-S 理论，研究了两端固定的

有限长均质各向同性杆受移动热源作用时的动态

响应。本文与文献[7]最大的不同在于，本文考虑了

各物理量的耦合，得到的是热-弹耦合的控制方程，

对控制方程的求解过程也完全不同于文献[7]。 

1  基本方程 

对将要用到的各物理量进行如下说明： ij 为应

力分量； ij 为应变分量； ij 为热模量； ij 为热传

导系数；为质量密度；t 为时间； iu 为位移分量；

ijklc 为弹性常数；Q 为热源； 0T 为参考温度；T 为

变温； t        ； EC 为常体积下的比热；

 、 为拉梅常数； t 为线性热膨胀系数； 为热

松弛时间； 为温度改变量， 0T T   ； 

当不计体力时，L-S 型广义热弹性理论的控制

微分方程如下： 

a) 几何方程： 

, ,

1
( )

2
ij i j j iu u              (1) 

b) 本构方程： 

ij ijkl kl ijc T               (2) 

c) 运动方程： 

,ij j iu                 (3) 

d) 能量方程： 

, 01 ( )ij ij E kl klT C T T Q
t

    
 

    
 

    (4) 

上述方程中，物理量上方的点表示对时间微分，下

方的逗号表示对坐标微分。 

研究两端固定的有限细长杆，取坐标轴 x 方向

沿其轴向。对于一维情形，各位移分量为： 

 ( , ) 0x y zu u x t u u          (5) 

由于考虑的是一维情形，对于均质各向同性

杆，方程(2)―方程(4)可简化为： 
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为了简化上述方程，引入下面的无量纲量： 
2
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  (9) 

对方程(6)―方程(8)进行无量纲化，为了简便，去掉

符号右上方的星号，无量纲化后的方程为： 

2 u
b

x
  


 


  (10) 
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式中， 2 ( 2 ) /     ， 0 /b T  ， / Eg C  。 

为使问题成为定解问题，假定杆初始自由，有初始

温度 0T 且保持不变，则得到如下的初始条件： 

( ,0) ( ,0) 0,u x u x   

( ,0) ( ,0) 0x x            (13) 

假定杆两端固定，杆端绝热，则可得到下面的边界

条件(其中 l 为杆的无量纲的长度)： 

(0, ) ( , )
(0, ) ( , ) 0, 0

t l t
u t u l t

x x

  
   

 
 (14) 

杆受到移动热源的作用，热源沿 x 轴正向且以一速

度常量 移动，取无量纲形式的移动热源如下： 

0 ( )Q Q x t              (15) 

式中： 0Q 是常量； 是狄拉克(Dirac)函数。 

应用下面的拉普拉斯变换公式： 

0
[ ( )] ( ) e ( )dptL f t f p f t t


    

Re( ) 0p                         (16) 

对式(10)―式(12)进行拉普拉斯变换，得到： 
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式中， 0 /w Q  。 

对边界条件(14)进行拉普拉斯变换，可得： 
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d (0, ) d ( , )
0

d d
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2  拉氏域中问题的求解 

从式(18)和式(19)中消去 ，得到u 满足的微分

方程： 
4 2

( / )
1 2 34 2
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x x
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式中： 
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方程(21)的通解为： 

1 1 2 2 ( / )
1 2 3 4 5e e e e e

k x k x k x k x p xu C C C C C         

 (22) 

式中， ( 1,2,3,4)iC i  是 p 的参变量，且 5C   

4 2
3 1 2/[( / ) ( / ) ]m p m p m   。 1k 和 2k 是如下特征

方程的根： 
4 2

1 2 0k m k m            (23) 

由式(23)，可得 1k 和 2k 为： 

2 2
1 1 2 1 1 2
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从式(18)和式(19)中消去 u ，得到 满足的微分   

方程： 

 
4 2

( / )
1 2 44 2

d d
e

d d

p xm m m
x x

 
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式中， 2 2
4 (1 )(1 1/ )m wp p    。 

方程(25)的通解的为： 

1 1 2 2 ( / )
11 22 33 44 55e e e e e

k x k x k x k x p xC C C C C          

(26) 

式中， ( 1, 2,3, 4)iiC i  是 p 的参变量。 

把式(22)和式(26)代入式(18)中，得： 

11 1 1 22 1 2 33 2 3, , ,C A C C A C C A C      
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式中，
2 2 2
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   

把式(22)和式(26)代入边界条件(14)中，联立求得

( 1,2,3,4)iC i  的表达式： 

1 2 1 5 2 2 2 5, ,C B D C C B D C    

3 1 3 5 4 1 4 5,C B D C C B D C        (28) 

式中：
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把 ( 1,2,3,4)iC i  代入式(22)中，得到： 

1 1 2

2 1 5 2 2 5 1 3 5e e e
k x k x k xu B D C B D C B D C 

     

2 ( / )
1 4 5 5e e

k x p xB D C C               (29) 

由式(27)及式(26)，可得 ： 

1 1 2
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由式(29)、式(30)及式(17)，可得： 

1 12 2 2 2
2 1 5 2 2 5e e

k x k xp B D C p B D C  
     

2 22 2 2 2
1 3 5 1 4 5e e

k x k xp B D C p B D C 
   

2 ( / )
5e

p xp C                        (31) 

3  数值反变换 

为了求得物理域中温度、位移和应力分布，需

对 u、 和 进行拉普拉斯反变换。但由于所求得

的 u、 和 的表达式十分复杂，因此，有必要采

用 Riemann-sum
[11]方法来对其进行数值反变换。借

助这种方法，任何在拉普拉斯域中的函数 ( , )f x p 都

可以变换到时间域，其公式如下： 

1

e 1 i π
( , ) ( , ) Re , ( 1)

2

t N
n

n

n
f x t f x f x

t t



 


  
     

   
  

 (32) 

式中：Re 指实部；i 是虚数单位； 4.7t 
[11]。 

4  算例及讨论 

根据式(32)，借助拉普拉斯数值反变换可以得

到杆中的无量纲温度、位移和应力。在计算中，选

择铜质材料进行数值计算，其性能参数如下： 
10 2 10 2

5

3
0

7.76 10 Ν/m , 3.86 10 N/m ,

1.78 10 /K , 383.1J/(kg K),

8954kg/m , 293K

t EC

T

 







   

   

 

 

计算中用到的其它参数如下： 
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0 10, 0.05, 10Q l    

数值计算分别考虑两种不同的情形，其一是热

源速度不变，所考虑时刻改变时各物理量的变化规

律；其二是所考虑时刻不变，而热源速度改变时各

物理量的变化规律，并且考虑不同 值对各物理量

的影响，计算得到的各物理量的分布规律见图 1―

图 6。 

 

图 1  无量纲温度 在热源速度 2  时的变化规律 

Fig.1  Non-dimensional temperature distributions at 2   

 

图 2  无量纲温度 在时间 1t  时的变化规律 

Fig.2  Non-dimensional temperature distributions at 1t   

 

图 3  无量纲位移 u 在热源速度 2  时的变化规律 

Fig.3  Non-dimensional displacement distributions at 2   

 

图 4  无量纲位移 u 在时间 1t  时的变化规律 

Fig.4  Non-dimensional displacement distributions at 1t   

 

图 5  无量纲应力 在热源速度 2  时的变化规律 

Fig.5  Non-dimensional stress distributions at 2   

 

图 6  无量纲应力在时间 1t  时的变化规律 

Fig.6  Non-dimensional stress distributions at 1t   

图 1 给出了第一种情形下杆中无量纲温度的分

布规律。从图 1 看到，随着时间的增大杆中的温度

也在增大；在 x = 2，x = 4，x = 6 处温度分别达到

它们的峰值，由式(15)可以看出，热源在时刻 t 移

动到了杆中的 x t 处，由狄拉克函数的性质可以

知道，在 x t 处热源释放出的热量最大，从而导

致此处的温度变得更大。 

图 2 给出了第二种情形下杆中的无量纲温度分
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布规律。从图 2 看到，随着移动热源速度的增加，

杆中的温度在下降。这是由于在相同的时间段内，

热源释放出相同的热量，然而随着热源速度的增

加，每单位长度释放的热量密度降低，因此，随着

热源速度的增加，在热扰动区域的各个位置所吸收

的热量减少，从而导致了杆中温度降低。图 3 和图

4 分别给出了两种情形下杆中无量纲位移的分布规

律。从图 3 看到，随着时间的增加位移也在增加。

这表明随着时间的增加，杆中的热扰动区域也在扩

大。由于受移动热源作用，杆发生热膨胀变形，随

着时间的增加，热膨胀变形也在积聚，因此，位移

增加。从图 4 可观察到，随着移动热源速度的增加

位移值减小，这是由于速度的增加导致了杆中每单

位长度所吸收的热量减少，膨胀变形变小，从而杆

中的位移减小。从图 3 和图 4 可知，在 x = 0 和 x = 10

处位移值为零，这与两端固定杆的边界条件相符。 

图 5 和图 6 分别给出了两种情形下杆中无量纲

应力的分布规律。从图 5 看到，在杆中产生压应力，

随着时间的增加应力绝对值也在增加。这是由于杆

两端固定，热膨胀变形受限制，因此在杆中产生了

压应力，变形越大，杆中的压应力的绝对值也越大。 

从图 6 看到，随着热源速度的增加杆中压应力

的绝对值减小，类似的理由如前所述。从图 1―图

6 中可以看到，如果所考虑时刻 t 给定，无量纲的

温度、位移和应力的非零值仅在一个有限的区域

内，在这区域以外都为零，这与经典的热传导理论

是完全不同的，它说明热是以波的形式以有限的速

度、而不是以无限的速度在介质中进行传播的。 

5  结论 

基于 L-S 广义热弹性理论，文中给出了杆的广

义热-弹耦合控制方程，借助拉普拉斯变换及其数值

反变换对控制方程进行了求解。计算得到了杆内无

量纲温度、应力及位移的分布规律。从图 1―图 6

可以得出以下结论 

(1) 当所考虑时刻给定时，无量纲温度、位移

和应力的非零值只在一个有限的区域内，超出这个

区域，其值都为零，这与经典的热传导理论是完全

不同的，它说明热是以波的形式以有限的速度、而

不是以无限的速度在介质中进行传播。 

(2) 当时刻 t 给定时，在 x t 处，无量纲温度

达到峰值。 

(3) 无量纲温度、位移和应力随着移动热源速

度的增加而减少。 

(4) 不同 值对无量纲温度、位移和应力将会

产生一定的影响，但并不影响温度、位移、应力的

变化趋势。 
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