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成层地基中倾斜荷载桩改进有限杆单元法研究 
 

*赵明华，李微哲，单远铭，杨明辉 

(湖南大学岩土工程研究所，湖南，长沙 410082) 

摘  要：传统有限杆单元法不能考虑倾斜偏心荷载下基桩的 P-Δ效应，假定桩身位移为三次幂函数，结合倾斜偏

心荷载下单桩受力微分方程确定的桩身弯矩、剪力与桩身水平位移关系，导得具有简洁形式、计入 P-Δ效应的杆

单元刚度方程，进而得到改进的有限杆单元方法，并给列出了用该法进行成层地基中倾斜偏心荷载、桩自重、水

平分布荷载、竖向分布荷载和竖向分散集中荷载综合作用下并考虑桩身倾斜影响基桩内力位移分析的具体计算步

骤。结合某工程实例，对上述方法进行了验证。最后对影响倾斜荷载桩的主要因素如埋深、桩材、基桩自由长度、

桩身倾斜度、竖向荷载偏心矩以及荷载倾角等对基桩受力特性影响进行了分析，获得了一些定性的结论。 
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BEHAVIOR ANALYSIS OF PILES IN LAYERED CLAYS UNDER 

ECCENTRIC AND INCLINED LOADS BY IMPROVED FINITE POLE 

ELEMENT METHOD 

 
*
ZHAO Ming-hua , LI Wei-zhe , SHAN Yuan-ming , YANG Ming-hui 

(Institute of Geotechnical Engineering, Hu’nan University, Changsha, Hu’nan 410082, China) 

Abstract:  The behavior of piles in layered clays under eccentric and inclined loads can not be analyzed by 

traditional finite pole element method if P-Δ effect is significant. To treat this problem, this paper develops the 

improved pole-element stiffness equation accounting for P-Δ effect, and proposes improved finite pole element 

method. The horizontal displacement of pile is assumed to be in the form of longitudinally cubic power function. 

The moment/horizontal-displacement relationship and shear/horizontal-displacement relationship are determined 

according to the mechanical deferential equation of piles under eccentric and inclined loads. Detail procedures to 

calculate displacements and internal forces of piles are presented. The accuracy of the method is demonstrated 

through its application in a real project. Furtherly, effects of depth, pile material, pile length above ground, pile 

inclination, eccentricity and inclination of loads are investigated. 

Key words:  pile; layered foundation; eccentric and inclined loads; finite pole element method; P-Δ effect 

 

倾斜偏心荷载下考虑 P-Δ效应时基桩的内力及

位移分析为非线性问题，比单一竖向荷载或水平荷

载作用时要复杂得多。 

Sastry 和 Mererhof 对倾斜偏心荷载下基桩的受

力特性进行了大量室内模型试验研究[1―4]，但对内力

及位移计算方法探讨较少。目前倾斜偏心荷载下基
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桩受力分析方法有半解析法和有限元法，如横山幸

满在 C 法假定下的倾斜荷载作用在地面处的解析 

解[5]；文献[6]在m法假定下倾斜荷载桩的幂级数解；

文献[7]在(mz+C)假定下对成层地基中倾斜偏心荷

载下给出的幂级数解；王用中、张河水以势能原理

导得的有限梁单元解[8]；文献[9―10]的有限元-有限

层解；文献[11]综合 Goodman 接触面单元、无拉力

单元和一般平面单元的有限元解；以及文献[12]提

出的改进有限元－有限层解等。 

由于半解析解推导过程复杂，解析解公式参数

繁多而应用不便，有限元解单元刚度矩阵难以统

一、计算复杂。为此，本文假定桩身位移为三次幂

函数，结合倾斜偏心荷载下基桩受力微分方程确定

的桩身弯矩、剪力与桩身水平位移关系，导得具有

简洁形式、计入 P-Δ效应的杆单元刚度方程，进一

步得出改进有限杆单元法及计算步骤，可进行成层

地基中倾斜偏心荷载、桩自重、水平分布荷载、竖

向分布荷载和竖向分散集中荷载综合作用下，考虑

桩身倾斜影响的基桩内力及位移分析。并系统分析

了桩自由长度、埋深、桩材、桩身倾斜、偏心距、

倾斜荷载角度等对基桩受力性能的影响。 

1  有限杆单元方法简介 

有限杆单元方法广泛用于梁、柱、桩及其组合

体系(如框架结构、梁板桥等)的分析计算。其假定

杆单元为弹性体，且为小变形构件，不考虑剪切变

形时单元的刚度方程为： 
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式中参数意义详见相关结构力学书籍。当考虑剪切变形时单元刚度方程为： 
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式中：
2

12EIk
b

GAl
 ；k 为剪应力不均匀分布校正因子，

k>1，矩形截面 k=6/5，圆形截面 k=10/9。 

由式(1)和式(2)可见，杆单元刚度方程中轴力和

剪力弯矩相互独立，可分开计算，即忽略轴力对剪

力弯矩的影响，不考虑 P-Δ效应。当地基土质较差、

地面以上桩自由长度较大时，该法计算的位移可达

30%―50%的误差，内力误差达 10%以上。因此，
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传统有限杆单元法难以用于倾斜偏心荷载下基桩

的准确分析。 

2  有限杆单元的改进 

为进行倾斜荷载下基桩计算分析，拟对有限杆

单元法的核心部分单元刚度方程进行改进，考虑轴

力对剪力弯矩的影响，计入 P-Δ效应，并假定单元

杆单元为小变形弹性体(图 1)，单元水平位移为三次

多项式函数，则单元节点位移可表示为： 
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(3) 

式中： e
iv 、 e

i 、 e
jv 、 e

j 分别为单元体 i 端的水

平位移、i 端转角、j 端水平位移和 j 端转角；l 为单

元长度。 

倾斜偏心荷载下桩身弯矩水平位移关系为： 
2
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倾斜偏心荷载下桩身剪力、弯矩、轴力与水平

位移关系[3]为： 
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由式(4)和式(5)可得单元节点荷载和节点位移关系

为： 
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式中： e
QiF 、 e

iM 、 e
QjF 、 e

jM 分别为单元体 i 端水

平力、i 端弯矩、j 端水平力和 j 端弯矩； ( )ijP z 为

单元体 ij 的平均轴力，可近似等于 i 端轴力与 j 端

轴力的平均值。 
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图 1  杆单元受力分析示意图 

Fig.1  Analysis of pole element 

将式(3)代入式(6)可得计入 P-Δ 效应后的杆单

元刚度方程为： 
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       (7) 

3  改进杆单元法计算步骤 

采用改进有限杆单元法对成层地基中倾斜偏

心荷载下基桩内力及位移进行分析时，与传统有限

杆单元法存在一定差别，其具体计算步骤如下： 

① 划分节点和单元，水平集中荷载作用处、

分布荷载曲率突变点、桩径突变处、地面处、土层

分界面处均必须为单元节点。 

② 假定桩侧摩阻力分布模式，再计算单元所

受竖向荷载、水平荷载并分配至单元节点。 

③ 考虑桩身微倾斜影响对局部坐标系下建立 
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的单元刚度矩阵、荷载列阵和位移列阵进行修正。

修正方法如下：设局部坐标 z 轴与桩身轴向重合，

向下为正，x 轴垂直 z 轴，向右为正；桩身倾斜角

度为 α，向右倾斜为正；整体坐标 z 轴方向为重力

方向，x 轴垂直 z 轴，向右为正。局部坐标下与整

体坐标下单元荷载列阵、位移列阵、单元刚度矩转

换关系为： 
T
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式中： e 、 eF 、 ek 、 e 、 eF 、 ek 分别为局部坐

标下和整体坐标下单元荷载列阵、位移列阵、单元

刚度矩阵。转换矩阵 T 为： 
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④ 以整体坐标系单元刚度方程按后处理法不

考虑任何约束建立基桩的初始刚度矩阵[K]；根据步

骤①中计算的节点荷载建立尚未考虑桩身倾斜影

响的荷载列阵[P]。 

⑤ 考虑地基土约束，修正初始整体刚度矩阵

可得尚未考虑桩顶、桩端边界条件的整体刚度方程

为： 

{ } [ ]{ } [ ]{ }P    k K    (10) 

或     { } [ ]{ }P  K k           (11) 

式中：{P}为荷载列阵；{δ}为位移列阵；[K]为初始

刚度矩阵；[k]为节点等效弹簧刚度矩阵。 

⑥ 计入桩顶、桩端边界条件修正式(11)，可得

基桩内力及位移分析的整体刚度方程。 

⑦ 计算桩身内力。将整体坐标系下单元节点

位移转化为局部坐标下的单元节点位移，并代入式

(1)而非式(7)，则可计算桩身水平力和弯矩。 

⑧ 将桩身水平位移与地基系数相乘计算桩侧

土压力；绘制桩身内力及位移图和桩侧土压力图，

并计算最大剪力、弯矩和桩侧土压力。 

4  算例分析 

某桥梁基桩自由长度 30.212m
[1―2]，其中 l1= 

8.012m，d1=1.8m，E1=1.9333×10
4 
MPa；l2=22.2m，

d2=1.8m，E2=1.8×10
4
MPa；冲刷线以下桩长 l3= 

42.8m，d3=1.8m，E3=1.8×10
4 

MPa；地基比例系数

m=10000 kN/m
4，竖向荷载 Fz=9102.2kN，水平荷载

Fx=165kN。按本文改进有限杆单元法计算结果和文

献[1―3]结果比较如表 1 所示。 

表 1  不同方法计算结果比较 

Tab1e1  Comparison of solutions by different methods 

 项目 文献[1] 文献[2] 文献[3] 本文 

不考虑 

竖向荷载 

xp/mm 134.019 133.949 / 133.96 

x0/mm 6.426 6.418 / 6.419 

考虑桩自重， 

并忽略 

桩侧摩阻力 

xp/mm 182.17 182.17 183.42 182.15 

Φp/10
-3

 / 7.785 7.841 7.784 

x0/mm 8.434 8.418 8.469 8.418 

Φ0/10
-3

 2.324 / 2.334 2.319 

Mmax/(kN·m) 6918.1 6914.5 6961.0 6915.7 

Qmax/kN / / 929.38 923.3 

σsmax/kPa / / / 91.35 

注：xp、Φp、x0 、Φ0、Mmax、Qmax、σsmax分别为桩顶水平位移、桩   

   顶转角、地面处桩身水平位移、地面处桩身转角、桩身最大弯

   矩、最大剪力和桩侧最大土压力 

由表 1 可见，本文方法的桩顶位移、地面处位

移、最大弯矩及最大剪力计算结果与文献[1―3]大

致相同，故本文方法是正确的。 

为进一步探讨桩材、桩自由长度、桩埋深、桩

身倾角、偏心距、荷载倾角等因素对倾斜荷载桩受

力特性的影响，另以某桥梁基桩为例比较分析如

下。桩径 d=1.8m，桩自由长度 l=20m，埋深 D = 40m，

E=1.8×10
4
MPa，荷载偏心距 s=0，桩身倾角 θ =0；

上覆粘土厚 6m，地基比例系数 m1=6000 kN/m
4，持

力层为中密砂土，厚 54m，地基系数分布函数为

C(z) =72+12z MN/m
3，z 为计算点至砂土顶面的距

离，竖向荷载 Fz =6050kN，水平荷载 Fx=100kN。 

图 2 表明轴力对桩身内力及位移分布影响较

大，桩顶位移增大22.3%，桩身最大弯矩增大21.7%，

因此当基桩自由长度较大时，P-Δ效应不容忽视。 

图 3―图 8 分别给出了基桩埋入深度、桩自由

长度、桩材、桩身倾角、荷载偏心距、以及荷载倾

角等对桩身位移的影响，由于地面以下桩身受到桩

侧土体的约束，上述各因素对地面处桩身位移基本

无影响，其进一步表明，若桩身自由长度较小，P-Δ

效应对桩身位移的影响可忽略不计。此外，影响基

桩内力及位移的主要土层为表层土[12]，因此当基桩

埋深大于一定范围(本例为 6 倍―7 倍桩径)时，埋深

对桩身内力及位移分布基本无影响(图 3)。图 4 表明
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当基桩自由长度增加时，桩身水平位移明显呈三次

函数增大，故基桩自由长度对桩顶水平位移的影响

极为显著；而桩身弹性模量对桩顶水平位移呈负指

数幂函数衰减(图 5)。图 6 及图 7 表明，基桩本身微

倾斜及竖向荷载偏心对桩顶水平位移影响并不敏

感，稍呈线性增大；但荷载倾角对桩顶水平位移影

响较显著，几乎呈线性突增(图 8)，其原因是随着荷

载倾角的增大，其水平分力对桩身所产生的弯矩大

幅度增加。 

 

图 2  考虑轴力和忽略轴力时的内力位移分布图 

Fig.2  Distribution of displacement and internal forces 

with/without considering axial forces 
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图 3  埋深/桩身水平位移关系图 

Fig.3  Depth/horizontal-displacement relationship 
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图 4  桩自由长/桩身水平位移关系图 

Fig.4  Pile-length-above-ground/horizontal-displacement 

relationship 
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图 5  桩身弹性模量/桩身水平位移关系图 

Fig.5  Pile-modulus/horizontal-displacement relationship 
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图 6  桩身倾角/桩身水平位移关系图 

Fig.6  Inclination-of-pile/horizontal-displacement relationship 
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图 7  竖向荷载偏心距离/桩身水平位移关系图 

Fig.7  Eccentricity/horizontal-displacement relationship 
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图 8  倾斜荷载倾角/桩身水平位移关系图 

Fig.8  Load-inclination/horizontal-displacement relationship 

5  结论 

(1) 基于传统有限杆单元法导得了计入 P-Δ 效

应的杆单元刚度方程，进而提出改进的成层地基倾

斜荷载桩内力及位移分析的有限杆单元法； 
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(2) 本文编制的改正有限杆单元基桩计算程

序，可用于成层地基中考虑倾斜偏心荷载、桩自重、

水平分布荷载、竖向分布荷载和分散集中荷载等综

合作用下基桩的内力及位移分析； 

(3) 算例分析表明，影响倾斜荷载桩内力及位

移的因素较多，而以基桩的自由长度、桩材强度、

以及荷载倾角等更为明显。此外，通过对各影响因

素的算例分析，给出了一些定性的结论，可供工程

应用参考。 
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