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摘  要：结合现有材料裂纹体断裂参量的表达式，详细讨论了均匀材料裂纹体的 J~Q 双参数准则，并对该准则中

各参量的计算方法进行了简化。为了工程应用方便，进一步分析了 Q 参量有限元数值解的分布规律，并曲线拟合

得到了该参量的工程化计算方法，最后对工程化 Q 参量计算方法在断裂参量计算中的有效性进行了讨论。 
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ENGINEERING TREATMENT METHOD FOR J~Q THEORY OF CRACKED 
STRUCTURE 
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Abstract:  Based on the solution of stress-strain field of cracked structures, the double-parameter J~Q theory of 
homogenious materials is discussed. The parameters in the theory are analyzed for engineering application, and 
the value of the parameter Q is calculated by the finite element method. As a result, the distribution of Q 
parameter is obtained. The effectiveness of the present method for assessing the safety of the cracked structure is 
discussed. 
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1  前言 

从断裂力学的发展来看，早期的线弹性断裂力

学对于弹性材料及小范围屈服的应力场研究发现，

由于 K 场的存在，使得单参数的 K 准则行之有效[1]。

后来以 HRR 应力奇异场为基础的弹塑性 J 积分准

则在韧性材料弹塑性断裂分析中得到了广泛应用
[2,3,4]。然而，为了确定一个与试件形状、尺寸、裂

纹几何等因素无关的材料断裂韧性参量还有很多

困难。目前的材料韧性 JIC 测试标准对试件几何尺

寸做了严格规定[5,6]。而实际测试表明，不同试件几

何，其 JIC 和 J 阻力曲线明显存在较大差异，说明

JIC 对试件几何形状具有一定的依赖性[7]。由此说

明，单参数的 J 积分准则在描述韧性断裂时存在一

定的缺陷。 
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本文从讨论应力场及其断裂准则出发，讨论材

料断裂准则的工程化方法，并进行工程简化，以期

得到了更加符合实际的材料裂纹体断裂评价的双

参数准则。 

2  J~Q 双参数准则的提出 

目前关于裂纹体 J 积分主导有效性的范围以及

非 J 主导情况下应力场的修正方法已有不少研究结

果．已有的有限元计算表明，HRR 场控制区的大小

因试件几何的不同而有所改变[7,8]。 
考虑到工程界常用的幂硬化材料，应用

Remberg-Osgood 应力—应变曲线所表示的关系如

下： 
n

yyy )/(// σσασσεε +=                  (1) 

参照 Sharma[9]等人的结果，不同几何裂纹体材

料的双参数应力场计算式表示如下： 
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式中各符号的意义如下： 
J：为 Rice 的 J 积分； 
Q：材料裂纹体的应力三轴性参数； 

yy εσα ,, ：材料常数； 

),(~ nij θσ ， )(~ θσ ij ：应力角分布函数； 

λ ：与材料应变硬化指数有关的常数系数，可

用有限元方法计算[10]。 
本文考虑一种较为简单的方法，参照文献[11]，

将式(2)写成与 HRR 场一致的形式，和以往的应力

计算式相兼容，并采用 MJ 作为应力场幅值因子，

有下面的应力计算式： 
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如果应用上式来表征裂端韧带上的主应力解，

在裂端韧带上的某一点 irr = ，θ =0 处，有如下的

计算式： 
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联立以上两式可得： 
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这样可以推算出一个 MJ 参量如下： 
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上式中假设裂端韧带上的第一主应力在其特

征点达到临界状态，裂纹体断裂失效，此时的 J 积

分参量、Q 参量也均达到断裂临界值，即在裂端韧

带上 crr = ，θ =0 处，各参量达到如下临界值： 

y
c
yyijf σσσ ==)( ， cJJ = ， cQQ =  

式中 cJ 表示断裂临界状态时 J 积分值，也即材料的

断裂韧性，Qc 则表示断裂临界状态时 Q 参量的大

小。 
将上面式(7)所确定的 J~Q 断裂准则推广到更

一般的形式，取消仅考虑裂端韧带上第一主应力这

一限制条件，以裂纹结构靠近裂纹尖端位置处任一

主应力作为这些断裂参量的取值原则，将材料裂纹

体的断裂准则表示为成如下更为通用的形式： 
断裂参量： 
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断裂阻力： 
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断裂临界状态： 
c
MM JJ ≤                       (9) 

上式中 k 为应用载荷作用下极坐标系中，裂纹

尖端近场 r=ri 处主应力和屈服应力之比，

yyyk σσ /= ； ck 则为结构裂纹开始扩展临界状态裂

纹尖端场 r=rc处的主应力和屈服应力之比，计算方

法为 y
c
yyck σσ /= 。 

一般地，对于裂纹几何和加载方式均对称的裂

纹缺陷体，式中对应于极坐标系的角度仍为
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0== ci θθ 。现就式(8)，对如下几个参数进行讨论

和简化。 

3  基于工程应用的各参量的计算 
3.1 ir 和 cr 的取值 

根据 J 积分与路径无关的性质，式(8a)中的 J
积分值是一个与坐标参量 ri 无关的参数．参照已有

的弹塑性裂端场中关于断裂特征点的研究方法
[12,13,14]，近似地取： 

yi Jr σ/2=                (10) 

式(8)中， cr 为某一载荷作用下材料的断裂特征

点，也即反映应力场中材料断裂本质特性的坐标函

数。基于材料损伤力学的探索，文献[15]研究表明

断裂特征点(也称之为微孔聚合发生的特征距离)的
位置决定于材料性能，且与材料的夹杂粒子半径有

很大关系： 
068Rrc =                  (11) 

上式中， 0R 为材料的夹杂粒子半径。 
3.2 Q 及 cQ 取值的讨论 

根据文献[12,13,15]，对于钝化裂纹模型，仍取

Q 为如下的计算式： 
)0/2(/)( ==−= θσσσσθθ ，yyHRR JrQ     (12) 

临界值 cQ 的取值仍以材料测试时其所处的临界状

态载荷水平 cPP = ，通过一定的途径结合 cP 值进行

估算。 
3.3 k 及 ck 的工程算法 

yyyk σσ /= 的值则可简单地按 HRR 场进行估

算，按照这种方法所得到的裂纹驱动力 MJ 应是略

高于裂纹体的实际 MJ 值，如果将其应用于工程实

际评定过程中的断裂驱动力估计，得到的结论是偏

安全的。也即 k 值按下式来计算： 
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对于 ck 的取值，本文参照[1]的方法作一个全塑

性假设，认为裂纹体在载荷作用下处于全塑性状

态，此时弹性应变分量与塑性应变分量相比可以忽

略不计，然后根据文献[16]所引用的文献[17]方法，

在裂纹体的临界状态有： 
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式中， ∞c
yyσ 表示临界状态时远场边界上的主应力值，

cP 为结构处于临界起裂状态时施加于裂纹体上的

外载荷测试值， 0P 为裂纹结构的极限荷载， cK 为

裂尖韧带上 crr = 处的作用应力与极限应力之比。 

4  Q 参量的工程估算 

Q 参量在其韧带上的值随无量纲化距离参数

Jr y /σ 的变化而不同，严格的来说，Q 是与计算点

坐标相关的一个函数，因此参数 Q 的取值应考虑到

J~Q 主导区的范围，以及应力的分布状况。 
图 1 是不同载荷水平作用情况下，三种裂纹深

度(a/W=0.10,0.30,0.50)中心裂纹板的 Q 参量有限元

计算结果及其随无量纲化载荷参数 0/ PP 的变化规

律，计算方法见文献[18]。从图中可以看出，Q 参

量与无量纲载荷水平值 0/ PP 近似于直线关系，因

此取下式作为 Q 参量的工程估算式： 
021 / PPkkQ ⋅+=               (15) 

式中， 1k 和 2k 是图 1 中的线性回归系数。 
将图 1 中有限元计算的 Q 参量与 0/ PP 之间的

关系按直线规律进行回归(回归的相关系数均介于

0.95~1.0 之间)，然后根据所回归的数据将上式(15)
中的 1k 和 2k 系数进行简化，所得到的数值列于表

1。 
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图 1 不同裂纹，Q 参量与载荷 P/P0的关系 

Fig.1 Relationship between Q and P/P0 for  

different crack geometries  
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图 2  不同裂纹深度裂纹体应力场比较结果(图中材料屈服强度的单位为 MPa) 

Fig.2  Stress fields of cracked structure at different crack depths (Unit of material yield strength: MPa) 
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表 1  Q 计算式中各系数值 
Table 1  Coefficients in the expression of Q 

a/W k1 k2 

a/W =0.10 0.04 -1.22 

a/W =0.30 0.35 -0.76 

a/W =0.50 0.41 -1.7 

依据式(2)，J~Q 双参数准则的材料裂纹体应力

场可按式(3)来进行计算，亦可表述为下式： 
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为了验证结果的有效性，将材料应力场的有限

元计算结果、HRR 场解以及式(16) 所估算的结果

进行比较，其结果示于图 2 中(图中的 E-T result 为
式 16 的均匀材料裂端主应力估算值)。从图中的比

较结果可以看出，不同载荷水平作用下，新建立的

双参数断裂参量式(8)与有限元的应力解结果符合

程度较好，并且大多数情况下，估算值要略高于有

限元的应力解，说明应用上文所提出的断裂参量和

其各参量的估算法来计算裂纹驱动力 JM，将其用于

实际工程结构的缺陷评定是可行的，并且结论是偏

安全的。 

5  结论 

(1) 本文结合有限元数值解，对断裂准则中各

参量的工程估算以及各参量临界值的测试和估算

作了深入讨论，提出了材料裂纹体断裂准则计算式

中各参量及其断裂临界状态值的工程估算方法，使

新的断裂参量能够应用于工程实际。 
(2) 参考 HRR 场解的结果，对双参数断裂参量

在反映均匀材料应力场的有效性方面进行了比较

研究，证明新的断裂准则能够较好地反映平面应变

条件下均匀材料应力场的实质，解决了单参数 J 积

分参量不能完全反映平面应变均匀材料应力应变

场这一困难，同时也为工程评定方法的建立奠定了

良好的基础。 
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