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摘  要：利用小波奇异性检测原理，采用墨西哥草帽小波对结构在健康和损伤状态下的模态振型差进行小波变换。

根据模态曲率进行损伤检测的原理，提出了表示损伤位置的指标，指标值极大处即损伤发生的位置。以一个悬臂

梁损伤检测为例，进行了数值模拟和实验分析。数值模拟结果表明该指标能准确的对损伤位置进行诊断，并根据

指标模极大，讨论了 Lipschitz 指数与损伤程度的关系。 
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A BEAM DAMAGE DIAGNOSIS BASED ON WAVELET SINGULARITY 
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Abstract:  The continuous wavelet transform (CWT) by a Mexican hat wavelet having two vanishing moments 
is applied to the first mode shape difference of a structure under the health and damage state. A damage index is 
presented based on the wavelet singularity detection theory and mode curvature conception, and the damage 
location is detected by the maximum of the index. To test the effectiveness of the proposed method, numerical 
simulation and experiment analysis are performed on a cantilever beam. Numerical simulation results show that 
the index can exactly detect the location of the damage. The relation between Lipschitz exponent and damage 
extent is analyzed based on the index maximum. 
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随着旧有结构的日益老化及大型土木工程的

兴建，对结构健康状况的评估起着越来越重要的作

用。近来被誉为分析信号的数学显微镜的小波变换
[1]，以其在信号处理方面的强大功能，正被逐步引

入到结构健康诊断中[2-4]。利用模态测试识别模态参

数是进行结构健康诊断的有效方法，而将小波变换

应用到结构的模态参数上(例如模态振型)，对结构

进行损伤检测，为结构健康诊断开拓了一个新的研

究领域[5-7]。数学上，函数在某点的奇异性可以通过

Lipschitz 指数来刻画，Lipschitz 指数的数值反映了

函数在该点的奇异性程度。当结构发生损伤时，在

损伤处其挠度或模态振型的某阶导数存在不连续

现象，利用小波奇异性能够对该处不连续性进行检

测，从而对损伤位置进行诊断。模态曲率可以通过

模态振型的二阶导数求得，模态曲率对结构损伤比

较敏感，对损伤定位更为准确[8]。借助这一方法，

本文提出了表示损伤位置的指标；为了对损伤程度

进行评估，根据文献[7]的思想，通过指标模极大计

算 Lipschitz 指数，进一步讨论 Lipschitz 指数与损

伤程度的关系。 
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1  奇异性检测基本原理 

在利用小波变换对函数进行奇异性检测时，小

波变换通常写成卷积的形式： 
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其中， a 称为尺度因子， τ 称为平移因子，
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)(tf 表示待检测的函数。 
定理 1[9]：快速衰减的小波ψ 具有 n 阶消失矩，
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其中， )/()( 2/1 atata −= − θθ ，且ψ 具有不超过 n 阶

的消失矩当且仅当 ∫
∞+

∞−
≠ 0d)( ttθ 。如果，ψ 仅有一

阶消失矩，即它是某一低通函数 )(tθ 的一阶导数，

则小波变换模极大就是 f 经 aθ 平滑后的一阶导数

的极大。如果小波有二阶消失矩，即它是函数 )(tθ 的

二阶导数，则小波变换模极大对应于高阶曲率。 
定义 1[9]：在某一尺度 0a 下，如果存在一点
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则称 ),( 00 τa 为小波变换的模极大值点，如果对 0a

的某一领域内的任意点τ 有 
),(),( 000 ττ aWfaWf ≤          (5) 

则尺度空间 ),( τa 中所有模极大值点的连线称为模

极大值线。由定义可以看出，小波变换模极大值点

),( 00 τa 在点 0a 的左领域或右领域是严格局部极大

的，以避免当 ),( 0 τaWf 恒为常数的情形。 

定理 2[9]：设 )(2 RLf ∈ 在点 v是Lipschitz n≤α

的，则存在常数 A使得 
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对上式取 v=τ ，就可以得到 
2/1),( +≤ ατ AaaWf               (7) 

在对函数进行奇异性分析时，常采用对数形式： 

aAaWf 222 log)
2
1(log),(log ++≤ ατ  (8) 

从以上分析知 f 在 v点的局部 Lipschitz 正则性

依赖于在 v 的领域中 ),( τaWf 在细尺度下的衰减

性， ),( τaWf 的衰减性可以由其局部极大值控制。

故可以利用小波变换模极大来进行奇异性检测。 

2  数值模拟分析 

2.1 方法原理 
定义 uϕ ′′ 和 dϕ ′′ 分别为结构在健康和损伤状态下

的模态曲率，则它们在结构上 j 点处差的绝对值为 
)()()CMS( jjj du ϕϕ ′′−′′=         (9) 

其中ϕ 表示模态振型，j 表示测点。在损伤处，CMS
值明显大于其余部位的 CMS 值，检查所有 j 点处

的 CMS 值，就可以确定出损伤的位置[10]。根据这

一损伤检测原理，本文利用小波变换奇异性，取 )(tθ

为高斯函数，并取 2=n ，此时的小波函数即为墨西

哥草帽小波 
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其中 x 表示位置。用连续小波变换进行奇异性检测

通常选用高斯函数的导数作为小波，是为了保证极

大线能延伸至最细的尺度[9]。公式(11)相当于用高斯

函数对模态振型进行平滑后，再取二阶导数。从小

波变换意义上，可以将 CMS 重新表示为： 
)(CMSW dudu WWW ϕϕϕϕ −=−=    (12) 

设 
)()()( xxxf du ϕϕ −=           (13) 

则公式(12)可重写为： 
),(CMSW xaWf=              (14) 

其中， uϕ 、 dϕ 分别表示结构在健康和损伤状态下

模态振型， x 表示结构中的位置。沿着 x 方向检查

CMSW值，CMSW极大处即结构发生损伤处。 
2.2 实例分析 

以一个悬臂梁为例，见图 1。梁长 L=500mm，

h=b=12mm ， 弹 性 模 量 Pa100.2 11×=E ， 密 度
3kg/m7800=ρ ，泊松比为 0.3。将梁等分为 100 个

梁单元，第 41 号单元为开裂单元，其左节点距固

定支座距离为 L1=200mm，d 为裂缝深度。有限元

计算程序采用大型商业软件 Marc，小波分析程序采
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用 Matlab 语言编写，以便使用小波变换工具箱函

数。图 2 为悬臂梁在健康状态和裂缝深度为 4mm
时的第一阶模态振型，可以看出损伤与健康状态下

梁的第一阶模态振型相差较小，直接对它们进行比

较是很难进行损伤诊断的。 

x

y

L
L1

b

d

h

 
图 1  悬臂梁 

Fig.1  A cantilever beam 

 
图 2  第一阶弯曲模态振型 

Fig.2  The first bending mode shape 

以 d=4mm 为例，按公式(12)或公式(14)计算，

图 3(a)给出了悬臂梁在健康和损伤状态下第一阶模

态振型差的连续小波变换系数灰度图，即 CMSW

值，从图上很容易诊断出损伤位于第 41 号单元，

图形两边的现象是由于边界条件造成的；图 3(b)给
出了模态振型差的小波变换模极大，即 CMSW模极 

 
(a) CMSW 灰度图 

 
(b) CMSW 模极大线 

 
(c) 模极大线沿尺度的衰减 

图 3  裂缝深度 d=4mm、裂缝位置为第 41 号单元的悬臂梁

损伤检测数值模拟 
Fig.3  Simulation for a damaged beam with d=4mm, the 

damage location is L1=200mm 
大，虽然随着尺度的增加，模极大线有所偏离，但

是从图中低尺度上，是很容易诊断出裂缝位置介于

41 号节点和 42 号节点之间，据此我们可以断定发

生损伤的单元为第 41 号单元；图 3(c)给出了 CMSW

模极大和尺度之间的对数关系图。采用曲线拟合技

术，可以获得该裂缝深度下 Lipschitz α 的值： 
67419.0=α  

为了估计Lipschitz α 与裂缝深度之间的关系，

假设 d 分别为 1，2，3，4，5，6，7，8mm，根据

不同裂缝深度下 CMSW模极大和尺度之间的关系，

用曲线拟合技术，估计 Lipschitz α (见图 4)，从图

中可以看出随着裂缝深度 d 的增加，Lipschitz α 逐

渐减小。从数学上分析，函数越光滑，其奇异性指

数越大，否则，奇异性指数越小。由材料力学分析

梁长/m 
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可知，随着裂缝的增加，在裂缝处挠度或模态振型

对位置的二阶导数不连续性将更加突出，即模态振

型更加奇异，模态振型差也越加奇异，故奇异性指

数逐渐减小。所以图 4 中奇异性指数随着裂缝深度

的变化趋势是正确的。 

 
图 4  Lipschitz 指数随深度的变化曲线 

Fig.4  The estimates of the Lipschitz exponent for different d 

3  噪声对指标 CMSW的影响 

为了讨论噪声对指标 CMSW的影响，将模态振

型按下式施加噪声： 
)1( Rff i

n
i ε+×=            (15) 

式中， n
if 表示受噪声污染的模态振型， if 表示由

数值模拟获得的模态振型， R 是均值为 0、偏差为

1 的正态分布随机变量， ε 为噪声水平。 
仍然以 d=4mm 为例，取 %1=ε ，对模态振型

施加噪声。按公式(12)或公式(14)计算，诊断结果见

图 5，从图(a)和(b)上可以诊断出损伤位于第 41 号

单元。采用曲线拟合技术，可以获得噪声干扰下

Lipschitz α 的值： 
66513.0=α  

 
(a) CMSW 灰度图 

 
(b) CMSW 模极大线 

图 5  噪声干扰下悬臂梁损伤诊断 

Fig.5  Damage diagnosis for the cantilever beam with noise 

再取 %2=ε ，算得 66200.0=α 。噪声干扰下

Lipschitz α 的值均低于无噪声状态下 Lipschitz α
值(见图 4)， 67419.0=α 。这是符合实际的，因为

从理论上分析，在噪声污染下模态振型在损伤处会

更加奇异，且随着噪声的增强奇异程度将加剧，即

奇异性指数 Lipschitz α 会随着噪声的增强而逐渐

降低。 

4  实验研究 

实验模型结构及尺寸见图 1，采用多点激励，

单点响应对梁进行测试。在实际测量中将梁等分为

20 个单元，每个单元长度为 25mm，共 20 个测点，

节点从固定端到自由端从 1 到 21 编号，测点由固

定端相邻节点到自由端从 1 到 20 编号，将加速度

传感器安置在 6 号测点。实验激励方式为力锤脉冲

敲击，力锤型号为 CL-YD-303，灵敏度为 3.45pC/N，

最大冲击力为 2000N，采用塑料锤头，激励信号采

用触发采集，四次线性平均；响应传感器采用压电

晶体加速度计；采集与分析系统采用 DH5938 型多

通道并行动态数据采集分析仪。 
实验中为讨论裂缝对模态参数的影响，在距固

定端 137.5mm 处设置一裂缝，裂缝宽度为 1mm，

即在图 1 中，L1=137.5mm，由于裂缝的宽度相对

相邻测点距离较小，以及测试误差等因素，在利用

指标 CMSW对损伤进行定位时出现了困难，同时为

了和数值模拟结果相比较，对此悬臂梁结构在测点

5 和 6 之间即节点 6 和 7 之间开一个宽度为 25mm、

深度为 4mm 的槽。测得第一阶模态振型见图 6，结

裂缝深度 d/mm 
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构健康状态下的模态振型由数值模拟获得。 

 
图 6  第一阶模态振型 

Fig.6  The first mode shape 

对梁在健康和由实验获得的损伤状态下第一

阶模态振型差进行连续小波变换(见图 7)。从图 7(a)
可以看出小波变换模极大有两处，一处为 6 号节点

附近，即损伤发生处；另外一处是 19 号节点附近，

19 号节点出现小波变换模极大是由于实验误差造

成的，这一点从图 6 中可以看到在第 19 号节点处，

模态振型出现较大的误差，这一问题也正是本文所

提方法的不足之一。在对 19 号节点出现的小波变

换模极大进行认识后，只需对 6 号节点附近的小波

变换模极大进行讨论。 WCMS 模极大线见图 7(b)，

据此，我们可以诊断出损伤位置介于 6 号和 7 号节

点之间，即第 6 号单元。从图 7(c)可以看出，由于

参加小波变换的数据量较少以及测试误差等影响

因素，此时 WCMS 模极大和尺度对数之间的关系已

不再是线性关系。从图 7(b)看，当 1)(log2 <a 时，

WCMS 模极大可以很好的对损伤定位。且由图 7(c)，
当 1)(log2 <a 时， WCMS 模极大和尺度之间的对数

关系仍然近似为线性关系，故选用这一段内的数据

进行拟合，估计 Lipschitz α ： 
16774.0exp =α  

 
(a) CMSW 灰度图 

 
(b) CMSW 模极大线 

 
(c) 模极大线沿尺度的衰减 

图 7  裂缝深度 d=4mm、裂缝位置为第 6 号单元的悬臂梁

损伤检测实验分析 
Fig.7  Experimental analysis of the beam with d=4mm, the 

damage location is L1=125mm 
式中， expα 表示由实验结果计算得到的 Lipschitz 

α 。 
对图 1 梁等分为 20 个单元进行数值模拟计算，

因为在数值模拟中，没有噪声的干扰，故不会出现

图 7(a)中的误诊现象。根据公式(12)或公式(14)计算

获得的 Lipschitz α ： 
64916.0=numα  

式中， numα 表示由数值模拟结果计算得到的

Lipshcitz α 。 

将由实验及数值模拟计算得到的 Lipschitz α
进行比较，有 

numαα <exp  

由第 4 节分析知，结果是符合实际的。 

5  结语 

本文根据小波奇异性检测原理，借助模态曲率
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损伤检测方法，提出了识别损伤位置的指标 CMSW，

并讨论了 Lipschitz α 与损伤程度的关系。从对一

个悬臂梁的数值模拟分析来看：(1) CMSW的极大值

位置能准确反映结构的损伤位置。(2) 为了讨论

CMSW模极大和损伤程度的关系，根据文献[7]的思

想，借助 Lipschitz α 来反映它们之间的关系。从

数学上分析，函数越奇异，Lipschitz α 越小，故本

文中由 WCMS 模极大计算的 Lipschitz α 随裂缝深

度的加深越来越小的这一变化趋势是正确的。(3) 
从数值模拟结果看，噪声干扰下仍能够对损伤位置

进行诊断。(4) 在采用本文方法进行实验或进行实

际检测时，需要知道结构在健康状态下的模态振

型，故需要建立结构在健康状态下的有限元模型。

由实验结果分析知，指标 CMSW能够对损伤位置进

行准确定位，且实验和数值模拟结果计算得到的

Lipschitz α 的比较结果是复合实际的。但是，模态

振型测试的误差对指标 CMSW的影响较大，模态振

型测试误差较大时，可能会出现误诊现象。这正是

本文所提方法的不足之一，还有待于进一步研究。 
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