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刚性基底上弹性约束矩形板的屈曲行为分析 
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摘  要：对刚性基底上非加载边弹性约束矩形板在固支边均匀面内压力作用下的屈曲行为进行了分析研究。用里

兹能量变分法建立确定板屈曲强度的本征值问题，利用满足边界条件的屈曲位移函数导出板屈曲系数计算公式。

将该方法用于矩形钢管混凝土钢板局部屈曲的分析和计算，提出了目标板边界约束系数计算公式。试验结果表明，

方形钢管混凝土柱钢板局部屈曲强度计算值与试验值吻合良好，钢板边界弹性约束的处理和约束系数的计算方法

是有效的。 
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BUCKLING BEHAVIOR OF ELASTICALLY CONSTRAINED 
RECTANGULAR PLATE ON RIGID BASE 

 
*MO Shi-xu1,2 , ZHONG Xin-gu2 , ZHAO Ren-da1

 

(1. Southwest Jiaotong University, Chengdu 610000, China; 2. Hunan University of Science and Technology, Xiangtan 411201, China) 

 
Abstract:  The buckling behavior of rectangular plate on rigid base is analyzed, of which the unloaded edges are 
rotationally constrained elastically and the loaded edges are subject to uniform in-plane axial action. Ritz energy 
method is used to establish an eigenvalue problem to determine the elastic buckling strength of the plate. Using 
buckling deformation function that satisfies the restraint boundary condition of the plate, an explicit solution of 
buckling coefficient is obtained. The local buckling strength of concrete filled steel box and the formula for 
calculating constraint coefficient of the plate are presented. It is shown that the calculating values are in good 
agreement with test results. The proposed treatment of the boundary condition is verified. 
 
Key words:  plate; local buckling; Ritz energy variation method; elastic constraint coefficient; concrete filled 

steel box 
 

1  概述 

近年来，钢管混凝土结构的使用日益普遍，这

主要是由于其具有高刚度、高强度、高延性和高能

量吸收能力等性能。在钢管混凝土结构中，钢板对

混凝土提供约束，同时核心混凝土能阻止钢板内

屈，两者延性共同提高，材料强度都能得到较充分

的利用。矩形钢管混凝土与圆钢管混凝土相比，受
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力性能稍差，但具有抗弯性能好、节点构造简单等

优点。在国外，如欧美、日本、加拿大和澳大利亚

等应用已较为广泛[1,2,3]。在国内，矩形钢管混凝土

已开始在多层、高层建筑中得到应用，其研究也已

引起一些学者的重视[4,5]。 
随着矩形钢管混凝土钢板宽厚比的增大，钢板

的局部屈曲问题在设计和研究中越来越受到重视。

文献[6]用能量方法建立了刚性介质上非加载边简

支的矩形板屈曲强度计算公式，对于各向同性板屈

曲系数计算值为 5.0；文献[7]研究了矩形钢管混凝

土柱钢板的局部屈曲问题，提出了非加载边固定板

的屈曲强度计算公式，得到钢板局部屈曲系数为

10.67。文献[8,9,10]试验成果表明，非加载边按简支

边界计算方钢管混凝土钢板的局部屈曲强度偏于

保守，而按固定边界又高估了钢板的局部屈曲强

度。 
可见，在矩形钢管混凝土钢板局部屈曲强度计

算中，将钢板非加载边简化为简支或固支边界，与

实际边界条件有较大差异。实际上，矩形钢管混凝

土钢板应视为刚性基底上非加载边转动受到弹性

约束的矩形板(如图 1)，其局部屈曲强度除决定于其

本身材料性能和宽厚比外，还与邻接约束钢板材料

性能和宽厚比及核心混凝土材料性能有关。本次研

究将此类钢板作为刚性基底上非加载边弹性约束

的板来研究其屈曲行为。首先，用里兹能量变分法

建立确定板屈曲强度的本征值问题，利用满足刚性

基底上非加载边弹性约束、加载边固定的矩形板边

界条件的屈曲位移函数得到板屈曲系数计算公式；

然后，将该方法用于研究矩形钢管混凝土钢板的局

部屈曲，通过考虑约束壁板对计算壁板的弹性约束

作用和核心混凝土对此约束作用的提高，提出矩形

钢管混凝土钢板局部屈曲强度计算公式，计算结果

与文献[8,9]试验结果基本吻合。 

2  弹性约束矩形板屈曲分析的里兹

能量变分法 

下面用里兹能量变分法分析非加载边弹性约

束的单向均匀受压矩形板的弹性屈曲。假定满足板

边界条件的位移函数形式为： 
∑=

i
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则板的弯曲弹性应变能 eU 、非加载边弹性约束

应变能 ΓU 、面内均匀轴向荷载 xN 所做功 V 分别

为： 
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EtD 为板的单宽抗弯刚度，ζ 为非加

载边弹性约束刚度。 
将(2)、(3)、(4)分别对位移求变分，则板弯曲

弹性应变能、非加载边弹性约束应变能和面内轴向

荷载所做功的一阶变分分别为： 

yxwwww

wwwwwwDU

xyxyxxyy

yyxxyyyyxxxxe

dd])1(2

[

''''

''''''

δνδν

δνδδδ
Ω

−++

++= ∫∫
  (5) 

Γδ

δδ
ΓΓ

d)]()(

)()[(

''

0'0'

byybyy

yyyy

ww

wwkU

==

==

+

= ∫
          (6) 

∫∫= yxwwNV xxx dd'' δδ                  (7) 

由最小势能原理： 
0=−+= VUUe δδδΠδ Γ             (8) 

可得到关于位移函数系数 iα 的线性方程组： 
0][ =jijk α                      (9) 

板产生屈曲的准则是系数 iα 不全为零，则有： 

0=ijk                        (10) 

由此可计算出板屈曲临界荷载。 

3  刚性基底上非加载边弹性约束矩

形板屈曲位移函数选择 

图 1 所示的刚性基底上加载边固支、非加载边

弹性约束的矩形板，可选择位移函数形式为： 
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显然位移函数满足加载边板面外位移和转角

为零的边界条件，即： 
当 x=0 时   0),0( =yw ， 0),0(' =yw x  
当 x=a 时   0),( =yaw ， 0),(' =yaw x  

由非加载边界条件确定位移函数(11)中的未知
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系数 1ϕ 、 2ϕ 、 3ϕ 。由图 1 非加载边面外位移为零

和转角与约束板相等，即： 
0)0,( =xw                          (12a) 
0),( =bxw                          (12b) 
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其中 ζ为非加载边转动约束刚度。 
将(11)代入(12)，得假定屈曲位移函数的未知系

数为： 
χϕ =1                             (13a) 

)1(22 χϕ +−=                       (13b) 
χϕ += 13                          (13c) 

其中定义 χ为约束系数，是一无量纲参数，即： 
Db 2ζχ =                           (14) 

若 χ=0(即 ζ=0)，则非加载边(y=0，y=b)为简支

边界；若 χ=∞(即 ζ=∞)，则非加载边(y=0，y=b)
为固定边界。将(13)代入(11)得位移函数为： 
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将(15)代入(5)、(6)、(7)，则板各项应变能一阶

变分为： 

⎥
⎥
⎦

⎤
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∑

∑∑

∑

mm

mmmm

mme

a
m

b
a

a
m

b
a

b
a

a
mabDU

δααπνη

δααπνηδααη

δααπηδ

2
4

2
3

3
2

4
1

2)1(

2
2

3

2
2

(16) 

∑= mmb
DaU δααχδ Γ 3

6                    (17) 

∑ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= mmx a

mabNV δααπηδ
2

1
2

2
            (18) 

式中 
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将(16)、(17)和(18)代入(8)，整理得板屈曲系数

为： 
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其中 ba /=γ 。 
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图 1  刚性基底上弹性约束矩形板屈曲模式 

Fig.1  Buckling model of elastically constrained rectangle 

plate on rigid base 
由 0=∂∂ γk 整理得使 k 取最小值的 γ为： 
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将式(21)代入式(20)整理得板的临界屈曲荷载

系数为 
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因此，非加载边弹性约束矩形板的临界屈曲荷

载为： 
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若非加载边为简支边界，则 χ=0(ζ=0)，由式(22)
得 crk =5.68；若非加载边为固支边界，则 χ=∞(ζ=
∞)，由式(22)得 crk =10.78。而相应非加载边简支和

固支的无侧向约束板临界屈曲荷载系数分别为 4.0
和 6.97[1]。可见，刚性基底的侧向约束使板的屈曲

强度明显提高，以上两种特殊情况屈曲系数分别提

高 42%和 55%。 
图 2 反映非加载边约束系数对矩形板屈曲系数

的影响。可见随约束系数 χ增大，板屈曲系数 crk 增

大，尤其是约束系数 χ 在 1.0~100.0 之间时，其变
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化对屈曲系数 crk 变化的影响最显著。约束系数 χ
小于 0.1 或大于 100.0 时，其变化对屈曲系数 crk 的

影响不大，即 χ 小于 0.1 时，非加载边近于简支边

界，χ大于 100.0 时，非加载边近于固支边界。 

k

 
图 2  约束系数 χ与矩形板屈曲系数 k 的关系 

Fig.2  Effect of constraint coefficient on rectangle plate 

buckling coefficient 

4  矩形钢管混凝土局部屈曲分析 

矩形钢管混凝土壁板向内的屈曲位移受到限

制，只能产生向外的屈曲。由于壁板长度远大于宽

度，屈曲时板横向只有一个半波，纵向将产生一系

列凸起的半波。由板变形的连续性，半波之间的节

线一阶导数为零，取壁板节线间的一个半波为研究

单元，则板的加载边为固支边界。各钢管壁间的转

动受到相互约束，壁板间连接线的边界条件为介于

简支和固支之间的弹性约束。 
钢管壁局部屈曲时单个半波屈曲模式如图 1 所

示。钢板的临界屈曲荷载 crN 和屈曲强度 crσ 分别由

式(23)和(24)计算，其中屈曲系数 crk 表达式为(22)，

是弹性约束系数 χ的函数。文献[1]已推导钢箱截面

钢板间转动约束系数计算公式。前述可知，钢箱内

充填混凝土后，钢板的屈曲强度明显提高，对于非

加载边简支和固支两种极端情况屈曲强度提高

50%左右。利用文献[1]成果，将约束钢板的宽度折

减一半，以考虑内填混凝土对约束转动刚度的提

高，得到钢板非加载边弹性约束系数的计算公式： 
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以上公式在 1
2

≤
fw

wf

bt
bt

时适用。式中 fb 、 ft 分

别为计算壁板宽度和厚度， wb 、 wt 分别为相邻约

束壁板宽度和厚度。 

表 1  方钢管混凝土钢板局部屈曲强度计算值 

与试验结果比较 

Table 1  Comparison of calculation with test results of local 

buckling strength for concrete filled steel box 

试

件
b (mm) t (mm) b/t

σy 

(MPa) 

σt
cr 

(MPa) 

σc
cr 

(MPa) 
σt

cr/σc
cr 资料来源

LB1 120 3 40 300 300 300 1.0 

LB3 150 3 50 300 300 300 1.0 

LB5 180 3 60 300 300 300 1.0 

LB7 240 3 80 300 200 205 0.98

LB9 300 3 100 300 120 130 0.92

文献[8]

FB1 360 3 120 265 93 92 1.01

FB2 420 3 140 265 80 68 1.18

FB3 480 3 160 265 44 51 0.86

FB4 540 3 180 265 39 41 0.95

文献[9]

表 1 列出了文献[8,9]方钢管混凝土柱钢板局部

屈曲强度试验实测值 t
crσ 与本文计算值 c

crσ 。从试验

结果可见，钢板宽厚比 60/ ≤tb 时，屈曲前钢板应

力达到屈服强度； 80/ ≥tb 时钢板屈曲应力低于其

屈服强度。 80/ ≥tb 的 6 个试件屈曲应力的试验实

测值与本文计算值之比在 0.86-1.18 之间，平均

0.98，两者基本相符合。比非加载边简化为简支或

固定边界条件的计算结果更接近试验结果。说明用

本文的方法计算矩形钢管混凝土钢板弹性屈曲强

度是合理的。 
图 3 反映矩形钢管混凝土壁板局部屈曲强度系

数与相邻约束壁板尺寸的关系。若壁板厚度相同，

约束壁板宽度为计算壁板宽度之比 fw bb / 为 2 时，

约束壁板对计算壁板的约束可视为简支，计算壁板

局部屈曲系数为 5.68。随 fw bb / 之值减小，计算壁

板局部屈曲系数增大，最大值为 10.78(非受载边固

支)；若约束壁板厚度为计算壁板厚度的 2 倍，当

fw bb / 为 2.0 时，计算壁板局部屈曲系数为 9.75，

屈曲系数随 fw bb / 变化曲线比较平缓；若约束壁板

厚度为计算壁板厚度的 0.5 倍，当 fw bb / 为 1.0 时，

计算壁板局部屈曲系数为 5.68，约束壁板对计算壁

板的约束可视为简支，屈曲系数随 fw bb / 变化曲线
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最陡。图 3 中三条曲线比较，可见壁板宽度一定时

约束壁板相对厚度增大，计算壁板屈曲系数明显增

大，反之，则明显减小。 

11.0

bw/bf

k
tw/tf=1.0 

tw/tf=2.0

tw/tf=0.5

 
图 3  矩形钢管混凝土壁板局部弹性屈曲系数与约束壁板

尺寸的关系 

Fig.3  Effect of constraint on local buckling coefficient of 

plates of concrete filled steel box 

5  结语 

本文用里兹能量变分法导出了刚性基底上非

加载边弹性约束矩形板单向均匀受压时屈曲强度

计算公式。对矩形钢管混凝土钢管壁局部屈曲行为

进行了分析研究，给出了考虑相邻钢板和核心混凝

土弹性约束作用的计算方法。已有试验结果表明，

在矩形钢管混凝土局部屈曲计算中，计算壁板非加

载边按弹性约束边界处理更为合理，本文采用的约

束系数计算方法是有效的。 
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