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正交各向异性复合材料孔板性能参数识别测点的

最优布置 

黄立新 1,2，向志海 1，孙秀山 1，*刘应华 1，岑章志 1 
(1. 清华大学工程力学系，北京 100084；2. 广西大学土木工程学院，南宁 530004) 

摘  要：基于静态位移的测量和边界元分析，性能参数识别的问题转化为极小化目标函数的问题，其中目标函数

定义为测量位移与边界元计算的位移之差的平方和。求解此优化问题采用 Levenberg-Marquardt算法。通过该算法

适定性的分析，提出了考虑诸多因素综合影响的优化测点布置的方法。该方法的有效性得到了数值算例的验证，

算例结果表明测点布置对正交各向异性复合材料孔板性能参数识别的结果有较大的影响。提出的方法可以找出测

点的最优布置，得到令人满意的识别结果。 
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中图分类号：O34    文献标识码：A 

OPTIMAL MEASUREMENT PLACEMENT FOR THE MATERIAL 
PARAMETER IDENTIFICATION OF ORTHOTROPIC COMPOSITE PLATE 

WITH A HOLE 

HUANG Li-xin1,2, XIANG Zhi-hai1, SUN Xiu-shan1, *LIU Ying-hua1, CEN Zhang-zhi1 
(1. Department of Engineering Mechanics, Tsinghua University, Beijing 100084, China;  

2. School of Civil Engineering, Guangxi University, Nanning 530004, China) 

Abstract:  Based on the static displacement measurement and the boundary element analysis, the material 
parameter identification problem is formulated as the problem of minimizing the objective function defined as the  
square sum of differences between the measured displacement and the calculated displacement by the boundary 
element method. The minimization problem is solved by using Levenberg-Marquardt algorithm. From the 
analysis of the well-posedness of this algorithm, a method is proposed for the optimal measurement placement, 
which is determined by the synthetic influence of many factors. Numerical example is given to illustrate the 
validity of the proposed method. The numerical example also shows that the measurement placement has a 
significant influence on the results in the material parameter identification for the orthotropic composite plate with 
a hole. The satisfactory identified results can be obtained by using the optimal measurement placement 
determined by the proposed method. 
Key words:  orthotropic composites; plate with a hole; parameter identification; boundary element analysis; 

measurement placement 
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正交各向异性复合材料孔板在航空航天、机

械、土木、化工等许多领域都有广泛的应用。由于

几何形状发生突变的地方会引起应力集中现象，这

往往是材料结构破坏的根源，所以孔区附近应力和

变形的分析一直是一个重要的研究课题。这些研究

都是在性能参数已经准确确定的基础上进行的。然

而，这种材料的性能参数受到许多随机因素的影

响，例如，几何细部结构、加工工艺和生产过程中

的质量控制等，因此性能参数的离散度比较大。多

年来，采用数值-实验的反分析方法进行材料性能参
数的识别引起人们的极大关注。在参数识别过程

中，测点布置对材料性能参数识别的结果有较大的

影响，然而关于复合材料性能参数识别的测点布置

的有关文献很少。Kavanagh采用静态响应的测量和
有限元法识别复合材料性能参数[1]，在他的文章中

提到了以性能参数矩阵的条件数最小的准则进行

优化测点布置。Frederiksen识别复合材料性能参数
时，以参数的置信度区间最小为准则，进行实验的

优化布置[2]。基于动态响应的测量和有限元法，

Cunha 和 Piranda 讨论了复合材料性能参数识别的
测点布置问题[3,4]，他们以模态矩阵的条件数最小的

准则进行优化测点布置。Avril等提出虚拟位移场方
法识别正交各向异性复合材料性能参数[5]，为了提

高识别参数的精度，他讨论了优化测试设计的问

题。实际上，测点布置受到诸多因素的影响，例如，

灵敏度、测量值的大小、测量的位置和点数等。 
复合材料性能参数识别的问题转化为极小化

目标函数的问题，这是一个非线性最小二乘问题，

Gauss-Newton法是最基本的方法。在 Gauss-Newton
法中，要求 Jacobian 矩阵是满秩的。然而，Jacobian
矩阵非满秩的情况经常出现。采用 Levenberg- 
Marquardt法可以很好地克服 Gauss-Newton法的这
个缺点[6]。本文在静态位移的测量和边界元法的计

算的基础上，通过分析 Levenberg-Marquardt优化算
法的适定性，推导出考虑诸多因素综合影响的优化

测点布置的判据，并将此判据应用于正交各向异性

复合材料孔板性能参数的识别。数值算例表明测点

的布置对参数识别的结果有较大的影响。通过本文

的方法搜索出测点的最优布置，能很好地识别出正

交各向异性复合材料孔板的性能参数。 

1  基于边界元法的参数识别表达格式 

平面应力状态下应力-应变关系可以表示为： 
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其中 11s ， 22s ， 12s ， 21s 和 66s 是柔度系数，且有

12 21s s=  

由 Betti 互等定理可以导出正交各向异性平面
应力问题的边界法的代数矩阵方程，即 

( ) ( )H p u = G p t               (2) 
其中 p是参数向量，即 T

11 22 12 66[ ]s s s s=p ；u和
t 分别是边界上的位移和面力； ( )H p 和 ( )G p 是影

响矩阵。 
参数识别问题可以转化为使目标函数最小化

的问题。如果选择结构的位移为目标变量，则目标

函数可表示为 
T( ) [ ( )] ( )f =p R p R p            (3) 

其中 ( )R p 是残差向量，可定义为 
*( ) s −R p = u Su               (4) 

其中 *
su 是测量位移；S是对应于测量位置的选择矩

阵； u是用边界元法计算的位移。 
本文采用 Levenberg-Marquardt 法解目标函数

的极小化问题，Levenberg-Marquardt算法的详细描
述参见文献[7]。因此，参数识别过程可以表示为 

1( ), 1,2,k k k−= =p g p L            (5) 

其中 k 是迭代步，且有 
T 1 T( ) ( )µ −= − +g p p J J I J R          (6) 

其中µ是 Levenberg-Marquardt 参数；J 是灵敏度矩
阵，可表示为 

∂ ∂
= = −
∂ ∂
R uJ S
p p

              (7) 

在方程(7)的右端， /∂ ∂u p的计算的详细过程参

见文献[8]。 

2  测点的最优布置 

2.1  存在性 
根据先验信息可以给出参数的取值范围，即参

数的集合 pD 。显然， pD 是有界的闭集。 pD 也是

凸集(见附录 1)。如果 ( )g p 是连续的，根据 Brouwer

不动点原理[9]，可以保证算法至少存在一个解。 
2.2  唯一性 
设 1p 和 2p 是集合 pD 内任意两个点，则 

1 2 1 2
( )( ) ( ) ( )∂

− = −
∂
g ζg p g p p p

p
        (8) 

其中 1 1 2( )η= − −ζ p p p ；且 0 1η< < 。定义 
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( )( ) ∂
≡

∂
g pΩ p

p
              (9) 

则 
1 2 1 2

1 2

|| ( ) ( ) || || ( ) || || ||
                          || ||L

∞ ∞ ∞

∞

− ≤ − ≤
−Ω

g p g p Ω ζ p p
p p

  (10) 

其中 || ||∞⋅ 表示无穷范数； 
max || ( ) ||L ∞≡Ω Ω p           (11) 

如果 1L <Ω ，则根据压缩映射原理[9]，算法收

敛于唯一解。 
2.3  稳定性 
参数初始值可以表示为 

0 * δ= + pp p I p             (12) 

其中 *p 是真值； pI 表示对角元素为+1或–1的对角

矩阵；δ p是偏差的绝对值。 

含误差的测量位移假设为 
* *( )s εε= +u S I I u             (13) 

其中 *u 是对应于 *p 的位移； εI 表示对角元素为+1

或–1 的对角矩阵； ε 是测量位移相对误差的绝对
值。定义 

*k k= −h p p               (14) 

则 
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(15) 
其中 1 * 1 *( )k kξ γ− −= + −p p p p , 0 1γ< < , 1 (0, )kξε ε− ∈ 。 

由方程(4)~方程(6)、方程(13)和方程(15)，得 
T 1 T

T 1 T *

( , ) ( )

 ( ) [( ) ]ε

ε µ

µ ε

−

−

≡ − + =

− + × + −

Ψ p J J I J R

J J I J S I I u u
   (16) 

由方程(13)可知， *
su 是 ε 的函数，再由方程(4)

知道 R不仅是 p的函数，而且是 ε 的函数。因此，
由方程(6)可以看出，g是 p的函数，也是 ε 的函数；
由方程(9)还可以看出，Ω是 p和 ε 的函数。结合方
程(6)和方程(16)，得 

( , ) ( , )ε ε= −Ψ p g p p           (17) 

定义 
T 1 T *( , )( , ) ( ) ε

εε µ
ε

−∂
≡ = − +

∂
Ψ pA p J J I J SI u   (18) 

方程(17)和方程(18)代入方程(15)得 
1 1 1 11( , ) ( , )k k k kk kξ ξ ξ ξε ε ε− − − −−= +h Ω p h A p     (19) 

定义 
max || ( ) ||AL ∞≡ A p              (20) 

根据方程(19)，得 

1

1

|| || || ||

|| || (1 )

k k

k k

L L

L L L L

ε

ε

−
∞ ∞

−
∞

≤ + ≤ ≤

+ + + +
Ω A

Ω Ω Ω A

h h

δp

L

L
    (21) 

如果 1L <Ω  
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h     (22) 

2.4  LΩ和 AL 的估算 
由一阶泰勒展开得到 ( , )εΩ p 的近似估算公式 
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(23) 
定义 
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方程(24)~方程(26)中的 ∂
∂
J
p
采用向前差分计算。

至此，可以估算 LΩ，即 
* * *|| ( ) || || ( ) || || || || ( ) ||L ε∞ ∞ ∞ ∞≈ + +Ω B p C p δp D p  (27) 

类似地，可以得到 LA的近似估算公式 
* *|| ( ,0) || || ( ) || || ||L ∞ ∞ ∞≈ +A A p D p δp      (28) 

根据以上分析可知，使 1L <Ω 的测点布置是可

行的。在可行的测点布置集合中，使 (1 )L L ε+A Ω 最

小的测点布置就是所求的测点最优布置。 
实际上，材料参数的真值 *p 是不知道的，但可

以用以下式子进行估计： 
* 0
g pδ= −p p I p             (29) 

3  算例 

如图 1所示，坐标轴与材料的弹性主轴重合，
在中心含圆孔的正交各向异性复合材料板上边受

横向均布载荷。玻璃环氧材料，其材料参数为[10]： 
10 1

11 0.18594 10 Pas − −= × ， 
10 1

22 0.55772 10 Pas − −= × ， 
10 1

12 0.04649 10 Pas − −= − × ， 
10 1

66 1.11607 10 Pas − −= × 。 
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由于对称，取二分之一结构进行计算，采用 44
个结点，22个二次单元划分网格，如图 2所示。有
的结点均作为备选的测点。 
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图 1  含圆孔正交各向异性复合材料板(尺寸单位：毫米) 

Fig.1  Orthotropic composite plate with a circular hole 

(dimension unit is millimeter) 
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图 2  边界元网格划分示意图(×表示测点) 

Fig. 2  Boundary element mesh (measurement locations are 

denoted by the symbol ×) 

本文采用以下数据和条件： 
(1) Levenberg-Marquardt参数初值 (0) 0.1µ = ； 

(2) 参数识别的搜索范围 
10 1 10 1

110.04 10 Pa 0.90 10 Pas− − − −× ≤ ≤ ×  
10 1 10 1

220.10 10 Pa 2.50 10 Pas− − − −× ≤ ≤ ×  
10 1 10 1

120.25 10 Pa 0.01 10 Pas− − − −− × ≤ ≤ − ×  
10 1 10 1

660.20 10 Pa 5.50 10 Pas− − − −× ≤ ≤ ×  
参数的初值 0p 及偏差δ p列于表 1。 

表 1  含圆孔正交各向异性复合材料板的参数初值、偏差和

测量位移误差 
Table 1  0p , δ p  and ε  for the orthotropic composite 

plate with a circular hole 

参数 参数初值 p0 / 10-10Pa-1) 参数偏差δp  / (10-10Pa-1) ε / %

s11 0.30000 0.06000 
s22 0.80000 0.15000 
s12 -0.07000 0.01500 
s66 1.70000 0.30000 

1.0

用本文的方法得到的‘最优’测点布置是 3和
6结点的水平位移及 4和 8结点的垂直位移，即 x3/ 、

x6/ 、 y4/ 、 y8/ (参见图 2)。对于四结点的测点布置，

含误差的测量位移组合共有 16 种，其中识别结果
相对误差最大的组合列于表 2。 

表 2  相对误差最大的识别结果 

Table 2  Identified results with largest relative error 

含误差的测量位移 参数 识别结果/(10-10Pa-1) 相对误差/%

−ε s11 0.20913 12.5 
+ε s22 0.56872 2.0 
+ε s12 -0.08454 81.8 

3/x 
6/x 
4/y 
10/y −ε s66 1.04047 6.8 

由表 2可见，识别结果的相对误差很大，这是
因为搜索‘最优’测点布置是基于参数真值的估计

值进行的，而估计值与真值相差较大。因此，以表

2 中的识别结果作为真值的估计值，并取 0δ =p ，

进行第二次搜索，表 3是搜索的结果。 

表 3  含圆孔正交各向异性复合材料板的测点布置 

(第二次搜索) 

Table 3  Measurement sets for the orthotropic composite plate 

with a circular hole (second trial) 

测点布置(结点/方向) LΩ 
最优 5/x   9/y   13/x   16/x 0.07906 
差 1/y   2/x   6/x   12/y 7.21302 
差 7/x  8/y  10/y  11/y  14/x  15/x 11.24540 

采用表 3的最优测点布置进行参数识别，16种
含误差的测量位移组合中，识别结果最大的相对误

差小于 2.3%。故此识别结果就可以作为最后的结
果。如果采用表 3中差的测点布置(包括 4个测点和
6个测点两种工况)，则均会导致参数识别过程不收
敛。从算例的结果可看出测点布置选择不恰当，参

数识别就会失败；此外，测点越多识别结果就越好

的观点不一定是正确的。 

4  结论 

本文定义的目标函数的极小化问题一个非线

性最小二乘问题，采用 Levenberg-Marquardt法是简
单的，也是有效的。基于静态位移的测量和边界元

分析，对 Levenberg-Marquardt优化算法适定性进行
分析，提出了考虑诸多因素综合影响的优化测点布

置的方法。数值算例表明该方法是有效的。正交各

向异性复合材料孔板性能参数识别的结果与测点

布置紧密相关。如果采用不恰当的测点布置，就可

能会导致参数识别的失败。本文提出的方法可以搜

索出测点的最优布置，得到令人满意的识别结果。 
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此外，在实际应用中，由于真值是不知道的，

可以利用材料性能参数的先验信息，给出参数初

值，搜索‘最优’测点布置和识别参数，把得到的

识别结果作为真值的估计值，再次搜索‘最优’测

点布置和识别参数，直到识别结果收敛为止。 
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附录： 
凸集的定义 
设非空集合 n⊂pD R ，如果对任意 ∈ px, y D ，有 

(1 ) , [0,1]λ λ λ− + ∈ ∀ ∈px y D          (A1) 
则称 pD 是凸集。 
设 a和 b分别是 pD 的下界和上界， ia 和 ib 分别

是它们的分量。参数集合 pD 中点 x的分量是相互独
立的，即有 

=0   , 1, 2, ,i

j

x
i j n

x
∂

=
∂

L              (A2) 

其中 n是待识别参数的数目。 
pD 中两点 x , y ，则它们的分量满足 

,   1, 2, ,i i ia x b i n≤ ≤ = L              (A3) 

,   1, 2, ,i i ia y b i n≤ ≤ = L               (A4) 
根据(A3)和(A4)可得 

(1 )

  1, 2,

(1 ) i i i i ix y a a a

i n

λ λ λλ + ≥ − + =

=

−

L
      (A5) 

1,2 ,

(1 ) (1 )i i i i ix y b b b

i n

λ λλ λ+ ≤ + =

=

− −

L
      (A6) 

由(A5)和(A6)可知， 
(1 ) ,   1, 2,i i i ia x y b i nλ λ≤ − + ≤ = L  

即 (1 ) , [0,1]λ λ λ− + ∈ ∀ ∈px y D  (A7) 
所以 pD 是凸集。 

 


