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任意形状区域的自动布点技术 
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摘  要：针对存在多种介质材料、断层、裂纹、孔洞、开挖区域等不连续面或多连通区域情况的复杂平面区域，

提出了一种自动布点算法及此算法的优化方法，该算法对不规则区域适应能力强，无需人工干预，且兼具有实

现简单，耗时少等特点。这些自动布置的离散结点可直接用于无网格数值计算，也可以进一步生成有限元分析

所需的三角形和四边形网格。 
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AUTO-ARRANGEMENT OF DISCRETE NODES IN REGIONS WITH 
ARBITRARY SHAPE 
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Abstract:  According to the complex plane regions in which there are discontinuous faces and multi-connected 

regions caused by various materials, faultages, cracks, holes or excavated regions, an algorithm of auto-arrangement 

of discrete nodes and its optimization are presented in this paper. In this algorithm an average step function is 

formed in the model of node arrangement according to the minimum step and radiation ratio, and every node as a 

parent node generates child nodes in terms of the step decided by the average step function. Whether the child nodes 

can live or not is decided by the existing nodes around them. The nodes adjacent to the edges of model are adjusted 

to meet the demand of computing. The algorithm has the advantages of perfect adaptability to regions with irregular 

shape, easy implementation and less time consumption. These auto-arranged discrete nodes are applicable to 

meshless method directly. The triangular and quadrangular meshes can also generated from these discrete nodes for 

finite element analysis. 
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1  引言 

    现代工程分析计算如岩土及地下工程分析计

算中最常用的数值方法是有限元法[1~2]和无网格方

法[3~4]等。这些方法中无一例外的都包含有大量复

杂的前处理过程，有限元方法需进行网格划分，无

网格方法不需要网格划分，但仍然需要合理布置离

散的计算结点。因此结点自动布置及网格自动生成

方法一直是工程数值计算中倍受关注的问题。近年

来，结点自动布置及网格自动生成方法[5~6]取得了

快速发展。但是，现有自动方法基本上只适用于由

单一介质构成的区域。对于实际的科学计算问题如

岩土工程问题，其计算区域比较复杂，一般由多种

材料构成；普遍存在断层、软弱夹层等，需要考虑

节理单元生成；形状不规则，随机性大等，通常的

做法是把待处理域按一定条件如材料介质分区、结

点或网格密度分布、边界约束情况等进行分区，然

后对这些子区域(也叫超单元)逐个进行自动剖分，

并将其连接起来形成完整的剖分，因此很难达到高

度自动化，必须有大量的人工干预才能完成。 

    本文提出的任意形状区域的自动布点技术及

网格生成方法从根本上解除了传统方法的人工数

据准备过程，能一次自动处理多种材料介质包括存

在断层、软弱夹层、节理或裂纹等构成的不规则区

域，能根据各结点或网格加密区步长和区域内辐射

比自动协调结点或网格密度，对于多连通区域也不

需任何人工干预，从而实现了整个数值分析前处理

过程的自动化。 

2  计算模型的建立 

    用有限单元法及无网格方法进行工程数值计

算首先需要从实际问题中抽象出计算模型，根据计

算模型布置离散结点或生成单元，建立求解的系统

平衡方程再求解得到需要的位移、应力及反演分析

的材料参数。 

2.1 几何模型的建立 

    常见工程计算如地下工程中边坡、隧洞、地下

厂房和基坑，机械工程中的金属构件等的受力及稳

定性分析都会有由软弱夹层、节理、断层、裂纹和

开挖部分、孔洞及其它各种因素引起应力集中。计

算模型需在应力集中区布置较密集的离散结点，在

非应力集中区则可稀疏布置结点来减少计算时间。

平面问题的几何模型可用点、曲线和封闭面来进行

描述。如图 1为某大型水电站侧导洞模型，整个模

型区域由封闭平面 G1 和三条导洞 T1、T2、T3 构

成，其中导洞 T1、T2、T3及断层 F1为需要进行网

格加密的应力集中区域。 

 

图 1  某水电站导洞几何模型 

Fig.1  The geometry model of the pilot tunnel of some 

underground hydroelectric station 

2.2 从几何模型中抽象出布点模型 

    工程问题的几何模型建立后，为了便于计算结

点的布置，根据几何模型的几何特征和坐标范围进

一步自动抽象出布点模型，即自动抽象为各种倾斜

与非倾斜矩形的组合。如图 2所示，开挖和孔洞部

分 T1、T2、T3均可由其形成的封闭面坐标范围自

动抽象为矩形，并根据其在计算中的重要性指定所

属各矩形的最小步长 S 即布点间距，断层 F1 抽象

为一个倾斜狭长矩形。同样，整个布点区域抽象为

一矩形即全域矩形 Out_Rect。锚杆和梁等不参与布

点过程，在布置完计算所需的所有的离散结点后，

删除锚杆及梁附近一定范围内的结点，然后按其所

处位置步长在锚杆上进行布点。 

 

图 2  水电站导洞布点模型 

Fig.2  The model for arrangement of discrete nodes 

3  布置初始结点算法 

    根据计算模型中应力集中情况整个布点区域

分为加密区域与非加密区域。根据在计算中的重要

性加密区域可选取不同的 S，非加密区域由各加密

区域的S按一定的辐射比和里密外疏的原则进行布

点。全域内任意一点的平均步长由步长函数确定。 

3.1 分析加密区域平均步长函数的形成过程 

    1) 首先考虑一个加密区域。假设有全域矩形
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Out_Rect 中任意点 x，建立加密区域矩形 i 在

Out_Rect内的平均步长函数。如图 3(1)所示，点 x
在加密区 i之外，首先求点 x与矩形的 4个角点 0p 、

1p 、 2p 、 3p 的距离，找出其中与 x有最小距离的

角点，如图 3(1)为 3p ，然后由点 x 与 3p 的相邻角

点 2p 和 0p 分别与 3p 形成向量 xp3 ， 23 pp ， 03 pp 。

确定向量 23 pp ， 03 pp 与 xp3 夹角较小的向量，如

图 3(1)为向量 03 pp ，这样点 x处的步长由点 x到边

03 pp 距离 ),( 03 ppxD 确定。 

    如图 3(2)所示，假设点 x位于按上述方法确定
的距离 D处，全域辐射比 R，相应加密区域最小步

长 S，且 ∑
=

=
n

i
iDD

1

，其中 

i
i RSD )1( +⋅=                      (1) 

则 
)1log(/)))1(/(1log( RRSRDn ++⋅⋅+=   (2) 

把 n扩展到实数域，则可求出加密区外任意点 x相

对于某一加密区的平均步长 
nRSstep )1( +⋅=                     (3) 

    如果点 x位于加密区矩形 i内(包含在矩形边线

上)步长取为加密区 i的最小步长 S，即 
Sstep =                            (4) 

    2) 设全域中共有 k 个加密区域(加密区域可相

交)，则对于全域内任意一点 x可由 k个加密区域得
到 k个步长值 step(i)， ki ,,3,2,1 Λ= 。则点 x的平均

步长 
))(min( istepstep =                    (5) 
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图 3  加密区外任意点 x相对于加密区 i的步长函数形成 

Fig.3  The formation of step function for the arbitrary point 

outside density region 

3.2 布置结点 

    在全域内形成步长函数以后，便可以开始布置

结点。结点的布置过程其实是由父结点按照一定的

规则派生出子结点的过程。整个过程维持在两条链

表中进行。其一为所有符合要求结点构成的总链表

PointList；其二为父结点在派生出子结点后，但还

未判断子结点是否可以存活以前保存这些子结点

的临时链表 tempPointList。派生过程中父结点为

PointList中的一结点，派生出子结点后要判断其子

结点是否可以存活，能存活的结点将加入 PointList

中，不能存活的将被删除。存活判断准则为 
))(),(max(),( istepcstepicL ⋅≥ α      (6) 

Out_Rect∈c                    (7) 

其中：i 表示 PointList 中除父结点的任一结点，c
表示被判断新生子结点， ),( icL 为子结点 c 与结点

i 的距离，step(c)，step(i)分别表示结点 c 与结点 i

处的平均步长，α为放大系数取 0.75，保证删除子

结点要求不过于严格，Out_Rect为全域矩形。 

    满足式(6)与式(7)则子结点 c存活，否则将被删

除。PointList中所有的结点作为父结点派生过子结

点后，即所有结点不能再派生有效子结点后，将停

止生成结点。 

    结点生成的具体步骤如下： 

    1) 可取全域内任意一点作为起始点进行布

点，如图 4所示，不妨取全域矩形左下角角点为起
始点 0p ，将点 0p 加入总链表 PointList，根据点 0p 的

坐标便可由式(5)确定点 0p 所属的平均步长 ste 0p 。

将以点 0p 为圆心，ste 0p 为半径的圆弧 6等分便可

得到 6个等分点 01p ， 02p ， 03p ， 04p ， 05p ， 06p ，

由各点坐标分别式(5)确定每个点的平均步长，并将

这 6个点加入临时链表 tempPointList。这就是由一
个父结点派生子结点的过程。经判断只有点 01p ，

02p 落在全域矩形内即满足式(7)，则删除其余四个

结点 03p ， 04p ， 05p ， 06p 。由于 PointList中内只

有一个结点且为父结点，因此新生子结点将不与

PointList中的结点进行存活判断。将 01p ， 02p 加入

PointList中，同时清空 tempPointList。 

    2) 在 PointList 中遍历结点作为父结点，现在
遍历到下一结点 01p ，同第一个父结点一样，将以

01p 为圆心以结点 01p 的平均步长为半径的圆弧 6

等分，生成 6个等分点 11p ， 12p ， 13p ， 14p ， 15p ，

16p ，由各点坐标分别确定各点平均步长并将这些

点加入临时链表 tempPointList。为了满足式(7)，经
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判断 15p ， 16p 将被删除。然后由存活准则式(6)判

断 tempPointList 中的其余四个结点。判断 11p ，以

11p 为中心，以 2step11(1+R)(step11 为点 11p 的平均

步长，R为全域辐射比)为边长做正方形，位于该正

方形内的 PointList 中的结点(不包括父结点)再与

11p 按(6)式判断，如果不满足存活准则则被删除。

位于正方形外的 PointList中结点将不与 11p 按(6)式

判断。同样判断 tempPointList中的其余的子结点。

最后将 tempPointList 中剩余的结点加入 PointList

中，清空 tempPointList。 
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图 4  结点的派生过程 

Fig.4  The derivation of nodes 

    3) 以同 2)中的方式遍历下一结点，进行子结

点派生并进行子结点存活判断，直至遍历到

PointList中的最后一个结点。由于父结点是向周围

派生子结点，则最终子结点将会按步长要求充满全

域矩形，即 PointList中的结点最终将无空间用以派

生子结点，派生过程自行结束。 

3.3 加速结点生成过程 

    上述结点布置过程甚为简单，但却相当耗时，

因为每一子结点的存活判断都会与总链表 PointList

中除父结点以外的所有点进行比较。例如在矩形中

均匀布置 7000 个点，判断 PointList 中的点是否落

在被判点所确定的正方形中的判断次数约为

7000(7000+1)/2=2.45×107+3.5×103 次，因此，加

速结点的生成是完全必要的。 

    本文采用背景加速网格方法加速结点生成。如

图 5 所示，背景加速网格是一完全覆盖全域矩形

Out_Rect的非倾斜小矩形阵列，由MeshList维护。

当新生子结点生成后，位于 Out_Rect中的子结点必

落在某一加速小矩形中，如子结点位于小矩形(i，

j)中，只需遍历小矩形(i，j)及其相邻小矩形中的结

点便可判断该子结点是否可以存活。 

    加速计算步骤如下： 

    1) 如果生成子结点 x 且判断其位于 Out_Rect

内，可由点 x的坐标确定点 x位于哪一加速小矩形

中。 

    2) 如图 5所示，如果子结点 x位于小矩形(i，

j)中，则点 x与自身所在矩形以及相邻 8 个小矩形

中的结点按存活准则进行判断，并不与位于其它小

矩形中的结点进行判断。如果子结点 x被判为不能

存活，则删除子结点 x，当由一个父结点派生的所

有子结点判断结束后，将存活子结点加入 PointList

中，同时也将其加入所在加速小矩形(i，j)中。 

 

i, j i,j+1i,j-1

i+1,j

i-1,j

Out_Rect

背景加速网格

x

0,0

加速小矩形

 
图 5  背景加速网格示意图 

Fig.5  The acceleration mesh 

    显然，加速小矩形的边长不是任意确定的，只

有边长达到一定值时才会有最好的加速效果。确定

加速小矩形最佳边长步骤如下： 

    1) 假设在一非倾斜全域矩形区域均匀布置 n

个结点，并使背景加速网格阵列边缘与全域矩形边

缘一致，共划分为 k个加速小矩形，则每个小矩形
中有 n/k个结点。如图 6所示，假设在每个小矩形

中布 1个结点，从第 1个小矩形布到第 k个小矩形，
则判断每个结点所属加速小矩形的判断次数分别

为 k,3,2,1 Λ 次，则共判断 k(k+1)/2次。每个小矩形

中有 n/k个结点，则总共判断 n/k·k(k+1)/2=n(k+1)/2

次。假设每个结点要与所在及周围共 9个小矩形中

的点进行存活判断(现仅考虑判断邻近点是否在被

判点所确定的正方形中，如图 6示结点 x与所确定

的正方形)，则平均意义下要与 9/2·n/k 个点进行
比较判断，共 n 个结点，存活判断共有 9/2·n2/k

次。所以总共判断次数为
k

n
k

n 2

2
9

)1(
2

++ 。求出 k

的极小值 nk 3)min( = 。假设每个加速小矩形为正

方形，且设域内步长 S=1，则有 

nnlkl =⋅=⋅ 3)min( 22              (8) 

l为小矩形边长。 

    按(8)式计算得 
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表 1  几个典型结点数目下的加速小矩形边长 

Table 1  Side length of the acceleration rectangle for typical 

numbers of nodes 

结点数 n 1000 2000 5000 10000 

小矩形边长 l 3.25 3.86 4.85 5.77 

    以上过程得到在均布结点情况下，加速小矩形

在相应结点数下的最优边长。计算中取 l=4.8。 

 

1 2 3

x

k-2 k-1 k

确定 max_step的均布点

由
点

x
确
定
的
正
方
形

 

图 6  确定加速小矩形边长示意图 

Fig.6  The formation of acceleration rectangle side length 

   2) 由于计算过程中结点可能按一定的辐射比

布置而并不是均布，为了让每一新生子结点能与可

能使之不能存活的结点进行比较判断，则加速小矩

形的边长不能小于全域矩形中可能的最大步长，因

此如图 6 所示均匀取出全域矩形中 13 个点，由步

长函数可确定 13 个点的步长，其中最大步长近似

代表全域矩形中的最大步长记为 max_step。因此则

有边长 l=max_step。 

    经上述分析，总的说来加速小矩形的边长确定

为 
)max_2.1)),(max(8.4max( stepistepl =      (9) 

step(i)( ki ,,3,2,1 Λ= )表示第 i个加密区域的步长值。 

    这样处理即可加速布点过程又可保证布点质

量。 

4  不合格结点的删除和调整 

    由上述布点模型由自动布点算法布出初始结

点如图 7所示，但其初始结点必须进行处理才能用

于无网格数值计算以及有限元法网格的生成。首先

用成熟的点与平面封闭区域包含算法[7]判断处于区

域外的无用结点，并删除之；对于每条曲线附近的

结点，如果它到曲线的距离小于 0.3倍结点的平均

步长 step，删除该结点；如果结点到曲线的距离大

于 0.3step，小于 0.6step，沿着与曲线垂直的反方向

调整该结点到 0.6step处。 

    由于靠近每条曲线(包括曲线上)的点均被删

除，曲线上的点则需要重新布置。每条曲线的端点

可作为生成的结点加入链表 PointList中，同时确定

各端点结点的平均步长。再按曲线端点的步长等比

布置曲线上的结点，将其加入 PointList中。 

 

 

图 7  布置的初始结点 

Fig.7  The arrangement of initial nodes 

    经过上述步骤后，最后得到可用于无网格计算

的离散布置结点如图 8所示。 

 

图 8  无网格计算结点 

Fig.8  The meshless nodes 

5  网格生成 

    对图 8 中的离散结点可以用成熟的 Delaunay

三角化算法[8]直接生成有限单元法的计算网格(图

9)。在已有三角形网格的基础上，通过三角形到四

边形的转化算法[9]和 Laplace 网格光顺算法[10]，我

们还可以实现四边形有限元网格的自动生成(图

10)。而在传统的有限元网格自动剖分算法中(如

MARC、ANSYS)里，一般需要根据应力集中区域

或结构的几何形状指定每一条曲线上的剖分密度，

再进一步用各种算法生成计算网格，整个过程仍需

要较多的人工干预才能完成。 

 

 

图 9  Delaunay三角化网格 

Fig.9  The mesh of Delaunay triangulation 
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图 10  四边形有限元网格 

Fig.10  The quadrangular mesh for FEM 

6  结论 

    任意形状区域的自动布点技术及网格生成无

论实际工程分析结构的几何形体多么复杂，只要给

定最小步长和由里向外的辐射比，就可以自动的建

立无网格方法或有限元分析所需的数值模型，这将

能极大的简化无网格方法或有限元分析的前处理

过程，尤其为复杂区域情况的结点布置提供了一条

极为便捷的途径，能更好的为工程计算和分析服

务。对于三维情况，由于需要处理点、线、面和体

的描述，该算法的复杂度将大为提高，但其基本原

理仍然一样，进一步的工作正在进行之中。 
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