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集中载荷作用下弹性平面刚性夹杂的形状优化 
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摘  要：当夹杂的弹性模量比基体的弹性模量大得多时，可将其看成刚性夹杂。对于这类硬夹杂与软基体的复合

材料，采用复变函数方法中的保角映射技术和推广的 Schwarz延拓原理，并结合对复应力函数的奇性主部分析，

导出了焊接任意形状刚性夹杂的全场基本奇异解，求解了集中力与集中力偶作用下弹性平面刚性夹杂的形状优化

问题，描绘出了夹杂界面应力最大值、界面主应力最大值随夹杂形状的变化规律，精确地定位出了界面应力最大

值、界面主应力最大值的作用位置。通过对这些不同形状夹杂的界面主应力最大值的比较，确定了夹杂的最优形

状。 
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SHAPE OPTIMIZATION OF A RIGID INCLUSIN IN AN ELATIC  
PLANE UNDER CONCENTRATED LOADS 
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(1. Department of Engineering Mechanics, Armored Force Engineering Institute, Beijing 100072, China; 

2. Department of Engineering Mechanics, Hunan University, Changsha 410082, China) 

 
Abstract:  The shape optimization of a rigid inclusion in an elastic plane under concentrated loads is considered. 
The conformal mapping technique and extended Schwarz principle integrated with the analysis of singularity of 
complex stress functions are adopted. A number of examples of the rigid inclusion with different shapes, such as 
elliptical, triangular and square inclusion, to account for a wide range of shape variations are discussed. 
Numerical results and graphs are presented, showing that the maximum interface stresses vary with the shape of 
inclusion. The shape resulting in minimum interface principal stress is obtained. Some suggestions are made in 
regard to the design of the shape of rigid inclusion. 
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1  引言 

    夹杂对工程材料特别是复合材料的力学行为
有着重要的影响。从固体非均匀相的观点来看，当

夹杂的弹性模量比基体的弹性模量大得多时，可将

其看成刚性夹杂，如玻璃纤维 /环氧树脂
(Glass/Epoxy)或弥散强化 SAP复合材料。刚性夹杂
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的复合材料力学模型是有实际工程意义的，特别是

相间界面处的最大应力场随夹杂形状的变化规律

对于复合材料的强度分析和结构设计能提供有价

值的参考依据，因为复合材料中损伤或裂纹的萌生

机理很多情形下主要取决于夹杂与基体界面上的

最大应力。随着复合材料细观机理研究的不断深

入，对于一些裂纹、孔洞、夹杂问题的研究已有许

多成果[1-7]，文[8]研究了含椭圆孔压电材料的平面
问题，导出了在椭圆孔外任一点作用集中载荷时的

复应力函数基本解，文[9,10]研究了集中载荷下不
同材料的界面裂纹问题。本文在此基础上，采用复

变函数方法中的保角映射技术和推广的 Schwarz延
拓原理，并结合对复应力函数的奇性主部分析，求

解了无限平面内任意位置在集中力与集中力偶作

用下刚性夹杂的形状优化问题。本文所得的结论，

可为硬夹杂与软基体的复合材料的强度分析和结

构优化设计提供有价值的参考依据，同时所得的基

本解不但可作为 Green函数，求得任意分布载荷下
的相应解答，而且还可为边界元法提供一基本解，

获得弹性平面任意有限域的相应解答。 

2  模型及理论公式的推导 

    如图 1(a)所示，在无限大各向同性弹性基体中，
含有任意形状边界所围成的外部区域 +S ，在 −S 内
焊接了与边界形状完全相同的刚性夹杂，在 +S 内
任意位置 0z 处作用集中力 iYX + 与集中力偶m′。 

 

0ζ
iYX +'m

o ξ

η

Γ

+S
−S

iYX +

x

y

L
o

0z+S
−S

'm 

 
 

(a)  物理平面               (b) 相平面 

图 1  保角映射 

Fig.1  Conformal mapping 

采用任意形域到单位圆形域的保角映射式[1] 
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其中 ]exp[ θρηξζ ii =+= ，R为常数，且 0>R ， km

为级数中的系数。式(1)将物理平面 z中基体所占区
域映射成ζ 平面单位圆的外部区域，如图 1(b)所示。

经保角映射，物理平面上的任意形边界 L外(含边界

L )的 z点相应的变换成相平面的单位圆边界 Γ 外
(含边界 Γ )的ζ 点(图中未标出)。令 

]exp[ βiryixz ⋅=+= ， ]exp[ θρζ i⋅=      (2) 

式中 22 yxr += ，
x
y=βtan ，

x
yarctg=β   

    由式(1)、(2)可确定相平面中单位圆的θ角与物
理平面(真实平面)的 β 角的对应关系，“ arctg”表
示反正切，用 ρσ 、 θσ 、 ρθτ 表示正交曲线坐标系

下的应力分量， θu 、 ρu 表示位移分量，它们分别

由两个复应力函数 )(ζΦ 、 )(ζΨ 表示[1] 
])()([2 ζΦζΦσσ ρθ +=+              (3) 

)]()()()([
)(

)()(

2

2
ζΨζωζΦζω

ζωρ
ζ

ζΦζΦτσ ρθρ

′+′
′

−

+=− i
     (4) 

})()(
)(
)()({)(

)(|)(|2

ζψζϕ
ζω
ζωζκϕζω

ρ
ζ

ζωµ θρ

−′
′

−′=

+′ iuu

  (5) 

其中
)(
)()(

ζω
ζϕζΦ

′′
′

= ，
)(
)()(

ζω
ζψζΨ

′
′

= ， )(ζΦ 、 )(ζω 分

别表示 )(ζΦ 、 )(ζω 的共轭式， )(ζϕ ′ 、 )(ζψ ′ 、 )(ζω ′ 、

)(ζΦ ′ 分别表示 )(ζϕ 、 )(ζψ 、 )(ζω 、 )(ζΦ 对ζ 的

导数。对于平面应变问题， νκ 43 −= ；对于平面应

力问题，
ν
νκ

+
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1
3

，ν 为泊松比。 

    对于焊接刚性核的连续边界条件，即在
1|||| == σζ 上，位移为零，由式(5)有 
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在集中载荷作用处，必存在一奇点 0ζ ，且 )(ζϕ 、

)(ζψ 的奇性主部分别为 
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)(2
)ln()('

00

0
0 ζζπζζ

ζ
ζζζ

−
′

+
−

−−= miM
NG    (8) 

式中 
)1(2 κπ +

+−= YiXM ，  
)1(2
)(

κπ
κ

+
−−= YiXN  

为求解方便，在 +S 内定义一函数 
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由式(7)、(8)、(9)，得 )(ζΦ ∗ 在点 0ζ 的奇性主部为 
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其中 0a 为
)(
)(

ζω
ζω

′
在点 0ζ 展开成幂级数的常数项。 

于是 )(ζϕ 、 )(ζΦ ∗ 在 +S 内除无穷远处和奇点 0ζ 外，
为全纯函数，可将 )(ζϕ 、 )(ζΦ ∗ 向 −S 内解析延拓，

即 

)/()( 2 ζΦζκϕ R∗=               (11) 

)/()( 2 ζϕκζΦ R=∗               (12) 
由式(11)、(12)，并结合式(7)、(10)，得 )(ζϕ 与 )(ζΦ ∗

在 −S 内，由于奇点 0ζ 的对称延拓点 0
2 /ζR 的奇性

主部分别为 

]
)/(

)
2

(

)/ln([1)(

2
00

2

2
00

0
2

ζζζ
π

ζ

ζζ
κ

ζ

R

RmiaMM

RNG

−

′
+−

+

−=

         (13) 

)/ln()( 0
2 ζζκζ RMG −=∗              (14) 

    在无穷远处，函数 )(ζϕ 与 )(ζψ 的奇性主部分

别为 ζζ ln)( MG = 、 ζζ ln)(' NG = ，由式(11)、(12)，
得 )(ζϕ 与 )(ζΦ ∗ 在 −S 内，由于无穷远处所对应的

原 点 的 奇 性 主 部 分 别 为 ζ
κ

ζ ln)( NG −= 、

ζκζ ln)( MG −=∗ 。除上述各奇点外， )(ζϕ 与 )(ζΦ ∗

不再有其它奇点，由 Liouvile定理，得 )(ζϕ 与 )(ζΦ ∗

的表达式分别为 
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    最后，由式(9)可确定 )(ζψ ，再由式(3)、(4)、

(5)可确定整个弹性平面应力和位移场。 

3  算例 

    令 iiYX 000.1000.1 +=+ (MPa)， 0=′m ， 2=κ ，

1=R ， =⋅= )4/exp(25.10 πζ i +8838.0 i8838.0 ，得

iM 0531.00531.0 −−= ； −= 1061.0N i1061.0 。 
3.1 椭圆形夹杂 
    如图 2所示，保角映射式为 

)()(
ζ

ζζω mRz +==  

其中 2/)( baR += , )/()( babam +−= ，且 0>R ，

10 <≤ m ，a、b分别为椭圆半长、短轴，当 ba = ，

即 0=m 时，夹杂形状为圆形。由已知条件，可得

iz 6010.01667.10 += ， 110 / baa = ， 其 中

⋅= ma1 0
43

0 ζζ R+ ， 22
0

2
1 mRRb −= ζ ； 且 有

−= 8781.00a i4047.0 。令 3/ =ba ， 5.0=m ，界面应

力随θ的变化规律由图 3所示。界面应力绝对值最
大值与界面主应力最大值 maxσ ′ 及其在物理平面的

作用位置 β (θ表示在相平面的位置)由表 1所示。 
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图 2  椭圆形夹杂 

Fig.3  Elliptical inclusion 
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图 3  椭圆刚性夹杂界面应力随θ 角度的变化规律 

Fig.3  The interface stresses of elliptical inclusion versus θ  

表 1  椭圆刚性夹杂界面应力最大值、界面主应力最大值及

其作用位置 

Table 1  The maximum value and position of interface 

stresses and principal stress of the elliptical inclusion 

maxρσ /MPa
maxθσ /MPa maxρθτ /MPa maxσ ′ /MPa 

2.1781 0.7260 0.9391 2.3967 

β (o) β (o) β (o) β (o) 

18.4o 18.4o 22.4o 19.7o 

θ (o) θ (o) θ (o) θ (o) 

45o 45o 51 47o 

    同时，还计算了椭圆夹杂界面最大主应力 maxσ ′

随椭圆形状系数m的变化规律，如图 4所示。 



 集中载荷作用下弹性平面刚性夹杂的形状优化 159 

 
图 4 椭圆刚性夹杂界面最大主应力 maxσ ′ 随m的变化规律 

Fig.4  The interface maximum principal stress maxσ ′  of 

elliptical inclusion versus m  

3.2 正三角形夹杂 
    由图 5所示，保角映射式为 
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取上式右边的前三项，能得满意的结果，其中 R为
与正三角形面积有关的常数。由已知条件，可得

iz 6706.08839.00 += ， 110 / baa = ，其中 =1a 45  
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且得 ia 1419.03928.00 −= ，界面应力随θ 的变化规

律由图 6所示。界面应力绝对值最大值与界面主应
力最大值 maxσ ′ 及其在物理平面的作用位置 β (θ 表

示在相平面的位置)由表 2所示。 
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图 5  正三角形夹杂 

Fig.5  Equilateral triangular inclusion 

表 2  正三角形刚性夹杂界面应力绝对值最大值、界面主应

力最大值及其作用位置 

Table 2  The maximum value and position of interface 
stresses and principal stress maxσ ′  of the triangle inclusion 

maxρσ /MPa 
maxθσ /MPa maxρθτ /MPa maxσ ′ /MPa 

2.2167 0.7389 0.9065 2.3237 

β (o) β (o) β (o) β (o) 

30 30 42.4 32.8 

θ (o) θ (o) θ (o) θ (o) 

45o 45o 52o 47o 
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图 6  正三角形刚性夹杂界面应力随θ 角度的变化规律 

Fig.6  The interfacial stresses of triangle inclusion versus θ  

3.3 正方形夹杂 
    由图 7所示，保角映射式为 
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图 7  正方形夹杂 

Fig.7  Square inclusion 

取上式右边的前 4项，能得到满意的结果，其中 R
为与正方形面积有关的常数。由已知条件，经计算

得 iz 9442.09442.00 += ， 110 / baa = ， 其 中

=1a +− 15
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=1b (22R −+ 8
0
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0 88176 ζζ )1122 14

0 −ζ ， 且 得

−= 3261.10a i8055.0 ，界面应力随θ 的变化规律由

图 8所示，界面应力绝对值最大值与界面主应力最
大值 maxσ ′ 及其在物理平面的作用位置 β (θ 表示在

相平面的位置)由表 3所示。 
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图 8  正方形刚性夹杂界面应力随θ 角度的变化规律 

Fig. 8  The interface stresses of square inclusion versus θ  
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表 3  正方形刚性夹杂界面应力绝对值最大值、界面主应力

最大值及其作用位置 

Table 3  The maximum value and position of interface 
stresses and principal stress maxσ ′  of the square inclusion  

maxρσ /MPa 
maxθσ /MPa maxρθτ /MPa maxσ ′ /MPa 

4.8899 1.6300 2.6147 5.4194 

β (o) β (o) β (o) β (o) 

45.3  45.5 44.6 45 

θ (o) θ (o) θ (o) θ (o) 

46o 47o 43.5o 45 

4  结论 

    (1) 对于椭圆形刚性夹杂的情形：①由图 3 与
表 1中可看出，当 3/ =ba 时，在集中力作用附近，

界面应力都有明显的应力集中，表现最突出的是

ρσ ，其最大值为 2.1781MPa； maxσ ′ 为 2.3967MPa。

②由图 4可看出：当 8571.00 ≤≤ m ，即 13/1 ≤≤ ba
时， maxσ ′ 随 ba / 的增加而减少，当 13/ =ba 时，界

面 主 应 力 最 大 值 maxσ ′ 为 最 小 ； 当

18571.0 << m ( 13/ >ba )时， maxσ ′ 随 ba / 的增加而急

剧增加，当 1→m ( ∞→ba / )时，即夹杂为刚线性，
应力具有奇异性，理论上的应力值表现为无穷大。 
    (2) 对于正三角形与正方形刚性夹杂的情形：
由图 6、图 8、表 2、表 3得，在集中力作用附近和
夹杂尖角处，界面应力都有明显的应力集中，表现

最突出的是 ρσ ，正三角形的 max|| ρσ 为 2.2167MPa，

maxσ ′ 为 2.3237MPa ； 正 方 形 的 max|| ρσ 为

4.8899MPa， maxσ ′ 为 5.4194MPa。 

    (3) 在相平面集中载荷位置确定的情形下，圆
形夹杂并非为最优形状，而是当椭圆形夹杂的半

长、短轴之比 13/ =ba 时，夹杂形状是最优的，因

为此时的夹杂界面主应力最大值 maxσ ′ 是最小的。至

于椭圆形、正三角形与正方形夹杂形状的比较，经

精确计算有：正方形的最大主应力是正三角形的

2.33倍，所以三角形优于正方形；当椭圆半长、短
轴之比 17/5 ≤≤ ba 时，即 8571.06667.0 ≤≤ m ，椭圆

形优于正三角形；当椭圆半长、短轴之比 32/ ≤ba
时，即 94.00 ≤≤ m ，椭圆形优于正方形；当

∞→ba / ，即 1→m 时，应力值表现为无穷大，此

时的正三角形与正方形都要优于椭圆形。故在复合

材料结构的设计中，应避免含有尖角或边界非光滑

曲线的夹杂是十分必要的，否则将会产生严重的应

力集中，进而可能引起界面损伤和裂纹的萌生。 
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