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在复杂应力状态下厚壁圆筒的极限分析 
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摘  要：应用双剪统一强度理论，考虑材料的拉压异性和同性，推导了在内压力和轴力联合作用下的厚壁圆筒

的塑性极限载荷计算公式，并且绘制了其极限载荷线图。在这些计算公式中，当其系数取不同的值时，就能得

到按 Tresca屈服准则、线性逼近的Mises屈服准则和双剪应力屈服准则的计算结果。应用其极限载荷线图，根

据其承受的载荷大小，就能判断厚壁圆筒是否达到了屈服极限状态。绘制了在不同屈服准则下的极限载荷线图，

以便对其差异进行比较。 
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LIMIT ANALYSIS OF THICK-WALLED TUBES IN COMPLEX STRESS 
STATE 

 
*FENG Jian-jun1,2 , ZHANG Jun-yan2 , ZHANG Ping2 , TAN Yuan-qiang1 , HAN Li-fen1 

(1. College of Mechanical Engineering, Xiangtan University, Hunan, Xiangtan 411105, China;  

2. Institute of General Mechanics & Material Engineering,  Xiangtan University, Hunan, Xiangtan 411105, China) 

 
Abstract:  The limit loading formulae of thick-walled tubes under the action of combined inner pressure with axial 
force, are derived based on the twin shear unified strength theory. The strength differential effect in tension and 
compression is considered and the curve of limit loadings is plotted. In these formulae, the results given by Tresca 
criterion, linear approximate Mises criterion and twin shear stress yielded criterion can be obtained respectively 
when different coefficients are chosen. Whether the whole thick-walled tube has entered into the yield state can be 
decided based on the curve. Limit loading curves of thick-walled tubes under different yield criteria are plotted so 
that differences among them can be compared. 
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1  引言 

    厚壁圆筒是工程中经常使用的一种结构，对其

进行极限分析，就其工程应用意义上来说是很重要

的。以前，对其进行极限分析主要是采用 Tresca屈

服准则、Mises 屈服准则和双剪应力屈服准则等，

如文[1~3]等。文[4]虽然采用了双剪统一强度理论
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对厚壁筒进行极限分析，但只是简单受载情况。当

采用 Tresca屈服准则进行极限分析时，没有考虑中
间主应力 2σ 对材料强度的影响；而采用Mises屈服

准则进行极限分析时，由于它的非线性带来了数学

上的求解困难；同时，也没有考虑材料的 SD效应

(即拉伸和压缩强度差效应)。文[1]虽然采用双剪应

力屈服准则进行了极限分析，但没有考虑材料的

SD 效应。采用双剪统一强度理论对工程结构进行

极限分析具有许多优势，克服了以上所述的不足，

因此，双剪统一强度理论的应用将越来越广泛。从

双剪应力屈服准则的提出到双剪统一强度理论的

形成已经取得了很大的成就，如文[4~8]等。本文采

用双剪统一强度理论，对在内压力和轴力联合作用

下的厚壁圆筒进行了塑性极限分析，同时考虑了材

料的 SD效应对材料承载能力的影响，从而获得了

极限载荷计算式，为工程应用提供了分析计算的理

论依据。 

2  双剪统一强度理论 

    双剪统一强度理论[5]是一种体现了材料的拉压

异性和同性，不同中间主应力效应以及能够适用于

不同屈服准则的一种强度理论。其统一表达式为： 
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图 1  双剪统一强度理论在π 平面上的屈服极限线图 

Fig.1  Yielding limit curves of twin shear unified strength 

theory in π plane 

式中：b( 10 ≤≤ b )为反映中间主应力的系数。当它

取不同的值时，双剪统一强度理论就成为了不同的

强度准则。α为拉伸极限强度 sσ 与压缩极限强度

cσ 之比。当α =1，b=0、0.5和 1时，可分别得到：

Tresca屈服准则，线性逼近的 Mises屈服准则和双

剪应力屈服准则。双剪统一强度理论在π 平面上的

屈服线图形如图 1所示。 

3  厚壁圆筒的极限分析 

    设厚壁圆筒的内、外半径分别为 0R 、R，受均

匀内压力 q及轴向载荷 P的联合作用；其中轴向载

荷 P为独立载荷，并设内半径较小，忽略由内压力

q 引起三维应力大小关系的变化。于是，可得空间

轴对称问题的应力平衡微分方程如下： 
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    由于轴力允许是拉力或压力， rσ 始终小于或等

于 0，而 θσ 始终大于 0，则 θσσ ,z 和 rσ 按大小排列

次序有下列五种情况： rz σσσ θ ≥≥ ， rz σσσθ ≥≥ 、

zr σσσθ ≥≥ 三种情况以及介于 rz σσσ θ ≥≥ 与

rz σσσθ ≥≥ 之 间 和 介 于 rz σσσθ ≥≥ 与

zr σσσθ ≥≥ 之间二种情况。 

3.1求屈服应力函数及其极限载荷 

    把双剪统一强度理论与应力平衡方程联立，并

且利用边界条件，即可求得以上五种情况下，半径

为 r的任意圆柱面上屈服应力函数及其极限载荷之

间的关系式如下： 
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其中： 0/ RR=β 。如果
α
ασσ

σ θ +
+

≥
1

rz ，屈服应力

函数及其极限载荷为：  
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    (2) 在 rz σσσ θ ≥≥ 的 条 件 下 ， 如 果
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    如果
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ασσ

σ θ

+
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≥
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r
z ，屈服应力函数及其极限

载荷为： 
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    (3) 在介于 rz σσσ θ ≥≥ 与 rz σσσθ ≥≥ 之间的

情况下，当 0rr ≤ 时，则 rz σσσ θ ≥≥ ，只有：
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当 0rr ≥ 时，则 rz σσσ θ ≥≥ ，也只有
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极限载荷 q、P之间的关系为： 
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    (4) 在 zr σσσ θ ≥≥ 的 情 况 下 ， 如 果
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若
α
ασσ

σ θ

+
+

≥
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z
r ，屈服应力函数以及极限载荷 q、

P之间的关系为： 
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    (5) 在介于 rz σσσθ ≥≥ 与 zr σσσθ ≥≥ 之间的

情况下，当
0

rr < 时，则 rz σσσθ ≥≥ ，此时只有
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而 在 0rr > 时 ， zr σσσ θ ≥≥ ， 此 时 ， 按
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极限载荷 q、P之间的关系为： 
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    以上推导了屈服面到达半径为 r的某一圆柱面
时，周向应力 θσ 和径向应力 rσ 的计算式：(3)、(5)、

(7)、(9)、(11)、(12)、(14)、(16)、(18)和(19)式。
由上述公式可知：周向应力 θσ 和径向应力 rσ 与

rr /0 (或 rR /0 )成幂函数关系。 

2.2 厚壁圆筒相对塑性极限载荷线图 

2.2.1 厚壁圆筒的相对极限载荷之间的关系式 

    为了更直观地表明塑性极限载荷 q、P 之间的

关系以及分布情况，将塑性极限载荷改变成无量纲

的形式：取 sq ση /= ， )/( sAP σξ = ；同时，为了

便于分析，取 5.0,1 == bα 分别代入(4)、(6)、(8)、

(10)、(15)、(17)、(13)和(20)等式，可得一组关于ξ，

η的方程，如下面的(21)式~(28)式： 
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2.2.2 厚壁圆筒的相对塑性极限载荷线图 
    在η、ξ 直角坐标系下，分别绘出每个方程所

对应的曲线(取β=2)，就可获得其屈服状态下，相
对极限载荷ξ 、η线图，如图 2所示。图中所示的

曲线 1、2、3、4、5和 6分别代表方程(21)、(27)、

(23)、(28)、(25)和(26)的曲线。基于此极限应力线

图，根据 q、P 的大小，就能判断厚壁圆筒是否达
到屈服极限状态。当极限载荷 P、q 所对应的相对
极限载荷ξ 、η的坐标点落在封闭区域内时，则表

示厚壁圆筒没有整体达到屈服极限应力状态；当

ξ 、η的坐标点落在曲线上或封闭区域外时，则表

示厚壁圆筒已经整体达到屈服极限应力状态。在极

限应力线图中，2 所表示的曲线是四次曲线；4 所

表示的曲线是二次曲线，其余曲线均为直线。 

 
图 2  极限载荷线图 

Fig.2  The curve of limit loading 

4  不同屈服准则的极限载荷线图 

    文[1]按 Mises、Tresca 等屈服条件分析了在内

压力和轴力联合作用下的厚壁圆筒的极限载荷，并

绘制了极限载荷线图。现在按在 Mises、Tresca 屈

服条件下的极限载荷的参数方程[1]，绘制出线图，

如图 3。由图 3可知：应用双剪统一强度理论求得

在线性逼近的Mises屈服条件下极限载荷线图与在

Mises、Tresca屈服条件下的极限载荷线图之间相互

重叠、交叉，但没有包容关系。 
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图 3  极限载荷线图的比较 

Fig.3  The contrast of different limit loading curves 

5  结论 

    (1) 利用双剪统一强度理论，在复杂应力状态

下，考虑第二主应力以及材料的拉压异性和同性对

材料屈服的影响，获得了半径为 r的任意圆柱面上

屈服应力函数及其极限载荷之间的关系式。应用这

些公式时应注意内压力引起的轴向力较小，不至于

改变三维应力之间的大小关系。 

    (2) 厚壁圆筒相对塑性极限载荷线图形成了一
个外凸、封闭的图形。若η =0， <ξ 0，则整个厚壁

圆筒达到塑性极限状态时，ξ 为-1；如果 0>ξ ，则

整个厚壁圆筒达到塑性极限状态时，ξ 为 1。若ξ =0

时，则整个厚壁圆筒达到塑性极限状态时，η为

0.7798。这与材料屈服时的情况相符合。若 >ξ 0，

ξ 、η的坐标点位于图 2中的 ABC区域内时，虽然

1>ξ ，但整个厚壁圆筒并未进入塑性极限状态。即

在此区域内，η的增大，ξ 可以大于 1。 

    (3) 基于双剪统一强度理论，在线性逼近的

Mises 屈服条件下的极限载荷线图与在 Mises、

Tresca屈服条件下的极限载荷线图相互重叠、交叉，

但是，没有包容关系。 
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