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面积坐标法构造含转角自由度的四结点膜元 
 

 

陈晓明，龙驭球，须  寅 
(清华大学土木工程系，北京 100084) 

 

摘  要：以四边形面积坐标作为工具，构造了两个含转角自由度的广义协调四边形单元 AQ4è 和 λAQ4è 。

它们通过强式分片检验，与同类单元相比，具有很高的计算精度，能消除梯形闭锁现象，有很强的抗网格

畸变的能力。 
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CONSTRUCTION OF QUADRILATERAL MEMBRANE ELEMENTS WITH 
DRILLING DOF USING AREA COORDINATE METHOD 

 

CHEN Xiao-ming , LONG Yu-qiu , XU Yin 

(Department of civil engineering, Tsinghua University, Beijing 100084, China) 

 

Abstract:  Two generalized conforming quadrilateral membrane elements with drilling 
degree-of-freedom named AQ4è  and λAQ4è  are developed. In the formulation, the quadrilateral 

area coordinates are used instead of the isoparametric coordinates. Both elements pass the strict patch 

test and their convergence is assured. Numerical examples show that the proposed elements exhibit 

better efficiency and accuracy than other elements. Both elements are insensitive to mesh distortion 

and lock-free for the MacNeal test problem of trapezoidal locking. 
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1  引言 

    文献[1][2]建立了四边形面积坐标的系统理

论，为构造四边形单元提供了新工具和新途径。文

献[3]中采用增加转角自由度的方法，在四节点等参

元的基础上增加转角位移场构造了一个平面单元

GQ12，取得了较高的计算精度。 

    文献[4]在四边形面积坐标下，采用优选的协调

条件构造了一个保证收敛的四边形二次单元

ACGQ4。本文首先在 ACGQ4单元的基础上采用文

献[3]中转角自由度的定义模式，利用面积坐标构造

转角位移场，构造出含转角自由度的四节点平面单

元 AQ4è ；其次，在AQ4è 元的基础上，引入内部

自由度，构造出含内参的单元 λAQ4è 。 

2  单元AQ4è 的推导 

    考虑四结点四边形单元，并将角点转角也看作

单元的自由度。单元结点位移向量为： 
TTTTTe ]}{}{}{}{[}{ 4321 qqqqq =  
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其中每个角点的自由度为 
T

iiii vu ][}{ θ=q     )4,3,2,1( =i  

式中 iu 和 iv 是角点线位移，而 iθ 是角点附加刚体转

角。 

    单元位移场由两部分组成 
θuuu += 0                    (1) 

右边第一项是由角点线自由度确定的位移场，第二

项是由角点平面内刚体转角自由度产生的附加位

移场。 

    (1) 位移场 0u 的确定 

    位移场 0u 是由角点线自由度引起的，可利用[4]

中 ACGQ4元的结果用四边形面积坐标表示如下： 
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    (2) 位移场 θu 的确定 

    位移场 θu 是由角点转角自由度 iθ )4,3,2,1( =i

引起的单元内部位移场，可按下列步骤确定。 
    首先，根据角点转角 iθ 来确定单元各边的边界

位移。边界位移采用三次插值。边 ij的位移用其两

端转角 iθ 和 jθ 表示如下： 
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其中 21 ++ −= iii yyb ， 12 ++ −= iii xxc  

    其次，根据上式的边界位移来确定由角点转角

iθ 引起的单元内部位移场 θu 。先设 θu 和 θv 分别为

用四边形面积坐标 iL )4,3,2,1( =i 表示的完全二次

式： 
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    对 θu 引入下列 6个广义协调条件：(对 θv 也仿

此进行) 
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    将式(5)和式(6)代入上式，得： 
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最后，得 
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其中形函数为 
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    (3) 单元位移与刚度矩阵 

    叠加 0u 和 θu ，即得单元位移： 
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其中 
][][ 4321 NNNNN =              (16) 

     











=

ivi

iui
i

NN

NN

θ

θ
0

0

0

0
][N  

单元的应变为： 
e
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其中 
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AQ4θ单元刚度矩阵表示为： 

[ ] Atq
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3  单元 λAQ4è 的推导 

    在AQ4è 元的基础上，引入内部自由度，导出

含内参的新单元 λAQ4è 。 
    内部自由度有关的位移先设为： 
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    然后对 λu 和 λv 分别引入与零边界位移保持广

义协调的四个边协调条件： 

0d}{ =∫ s
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最后得到 
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其中 2211 ,,, λλλλ ′′ 是四个内参， 1λN 和 2λN 是内参

形函数： 
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取 1λN 作为 AQ4è 元最后的内参形函数，则最终的

内参位移式可以表示为 
ëNu λλ =                    (24) 
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    由内参位移 λu 可导出内参应变 

ëBå ë=λ                    (26) 

    对内参 }{ë 进行凝聚，最后得到单元 λAQ4è 刚

度矩阵： 
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4  数值算例 

    例 1：分片检验：对图 1所示网格进行常应力

下的分片检验，计算结果与精确解符合，表明这个

单元通过强式分片检验。 

    例 2：Cook问题 

    图 2 是一不规则悬臂短梁在端部受剪问题(即

Cook问题)。图示为 2×2网格 
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              图 1  常应力分片检验                                      图 2  Cook梁 

         Fig.1  Patch test of constant stress                                Fig.2  Cook’s beam 

表 1  Cook问题计算结果(图 2) 

Table 1  Results of Cook problem(Fig.2) 

cV  maxAσ  minBσ  
单元 

2×2 4×4 8×8 2×2 4×4 8×8 2×2 4×4 8×8 

Q4 11.80 18.29 22.08 0.1217 0.1873 0.2242 -0.0960 -0.1524 -0.1869 

Q6[5] 21.61 23.04 23.69 0.1930 0.2237 0.2345 -0.1783 -0.1867 -0.1992 

D-type[6] 20.68 22.98 23.63 - - - - - - 

GQ12 20.89 23.06 23.67 0.1802 0.2209 0.2315 -0.1784 -0.1950 -0.2007 

GQ12M8 22.49 23.44 23.78 0.2083 0.2338 0.2361 -0.2216 -0.2045 -0.2028 

AQ4 è  21.00 23.05 24.28 0.1917 0.2241 0.2377 -0.1877 -0.1939 -0.2060 

λAQ4è  22.91 23.66 24.18 0.2498 0.2338 0.2358 -0.1729 -0.1896 -0.2018 

    例 3：采用不规则网格计算悬臂梁(图 3)。考虑

两种荷载情况：载荷 1作用下的纯弯曲；载荷 2作

用下的横向弯曲(E=1500，μ=0.25)。 
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图 3  5单元悬臂梁 

Fig.3  Cantilever beam modeled with five elements 

    例 4：含 4个四边形元的梁(图 4) 
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图 4 不规则网格悬臂梁(4单元) 

Fig.4 Cantilever beam modeled with four irregular elements

40 

 
 

 

 

图 4  不规则网格悬臂梁(4单元) 

Fig.4  Cantilever beam modeled with four irregular elements 
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表 2  悬臂梁弯曲问题计算结果(图 3) 

Table 2  Results of bending cantilever beam(Fig.3) 

荷载 1 荷载 2 
单元类型 

位移 AV  应力 XBσ  位移 AV  应力 XBσ  

Q4 45.7 -1761 50.7 -2448 

Q6 98.4 -2428 100.4 -3354 

GQ12 95.5 -2989 96.0 -4096 

GQ12M8 100 -3000.5 101.0 -4147 

AQ4 è  97.7 -2947 98.9 -3931 

λAQ4è  100 -2999 101.0 -3907 

精确解 100 -3000 102.6 -4050 

表 3  4单元悬臂梁计算结果(图 4) 

Table 3  Results of cantilever beam modeled with four 

elements(Fig.4) 

梁端挠度绝对值 梁端挠度百分值% 单元类型 

A点 B点 平均值 A点 B点 平均值 

D-type - - 0.3065 - - 0.861 

Q4S[7] - - 0.2978 - - 0.837 

Groenwold1995[8] - - 0.3086 - - 0.867 

GQ12 0.3337 0.3324 0.3331 0.938 0.934 0.936 

GQ12M 0.3420 0.3404 0.3412 0.961 0.957 0.959 

AQ4 è  0.3376 0.3354 0.3365 0.949 0.943 0.946 

λAQ4è  0.3497 0.3460 0.3479 0.983 0.972 0.978 

参考值 0.3558 1.000 

    例 5：MacNeal梁的计算(E=107，μ=0.3，t=0.1，

图 5) 
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图 5  MacNeal梁 

Fig.5  MacNeal’s beam 

    例 6：薄曲梁弯曲问题(图 6) 
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图6 薄曲梁弯曲 

Fig.6 Bending of thin curving beam  

表 4  MacNeal梁问题计算结果(图 5) 

Table 4  Results of MacNeal’s beam(Fig.5) 

单元 (a)网格 (b)网格 (c)网格 

AQR8[9] 0.993 0.986 0.977 

Q4S 0.993 0.986 0.988 

GQ12 0.904 0.767 0.860 

GQ12M 0.977 0.884 0.923 

GQ12M8 0.993 0.989 0.988 

AQ4è
 

0.904 0.906 0.867 

λAQ4è  0.993 0.988 0.984 

标准值 -0.1081 

表 5  梁端挠度 w/p(图 6) 

Table 5  Deflection at the tip of the beam w/p(Fig.6) 

h/R Q4 QM6[10] QUAD4[11] GQ12 GQ12MAQ4 è λAQ4è 精确解 

0.03 0.024 0.339 0.615 0.670 0.897 0.712 1.000 1.000 

0.006 0.001 0.022 0.163 0.612 0.896 0.645 1.008 1.000 

    例 7：网格畸变测试(图 7) 
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图 7  带畸变参数 e的含两个单元的梁 

Fig.7  Two-element beam with distorted parameter e 

 

 

图 6  薄曲梁弯曲 

Fig.6  Bending of thin curving beam 
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表 6  网格畸变测试计算结果(图 7) 

Table 6  Test results of mesh distortion(Fig.7) 

e 0 0.5 1 2 3 4 4.9 

Q4 28.0 21.0 14.1 9.7 8.3 7.2 6.2 

Q8 100 100 99.3 89.3 59.7 31.6 19.0 

QM6 100 80.9 62.7 54.4 53.6 51.2 46.8 

P-S[12] 100 81.0 62.9 55.0 54.7 53.1 49.8 

GQ12 100 97.9 86.3 48.7 24.9 13.3 8.0 

GQ12M 100 98.7 93.9 74.1 51.0 33.4 23.3 

AQ4 è  100 99.9 98.9 99.8 102.0 102.2 100.3 

λAQ4è  100 100 100 100 100 100 100 

精确解 100 100 100 100 100 100 100 

5  结论 

    以上算例表明单元 AQ4è 元和 λAQ4è 元是两

个收敛可靠的单元，通过强式分片检验，与其它四

节点单元相比具有较高的计算精度和较好的抗网

格畸变能力。 
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