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轴向随动分布载荷作用下简支梁杆的过屈曲 
 

 

李世荣 1,2，吴  莹 1，周又和 2 
(1. 甘肃工业大学理学院，兰州 730050; 2. 兰州大学力学系, 兰州 730000) 

 
摘  要：基于可伸长梁的大变形理论,建立了受沿轴线分布切向随动载荷作用简支梁的弹性过屈曲控制方

程。这是一个包含七个未知函数的强非线性常微分方程两点边值问题，其中将变形后的轴线弧长也作为基

本未知量之一。采用打靶法和解析延拓法数值求解所得非线性边值问题,获得了梁的过屈曲平衡路径和平衡

构形。结果表明,非保守载荷作用梁的平衡路径与保守载荷作用梁的平衡路径有着明显不同。 
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1  引言 

    工程实际中存在大量受非保守力作用的结构

或构件。例如，在有阻尼介质中运动的物体表面所

受摩擦力的方向随物体变形而改变。因此，变形体

的表面摩擦力为非保守力。再如，储油罐内液体的

压力，输送管道中介质的粘滞阻力等都属于非保守

力。有关非保守力作用结构变形的较早研究可见

Bolotin的专著[1]和Herrmann的综述文章[2]。Leipholz

在文献[3]中采用 Liapunov 方法分别分析了梁和矩

形版结构在切向随动载荷作用下的弹性稳定性问

题，并给出了结构小振幅振动的固有频率与载荷参

数的特征关系曲线。武际可[4]、Vitaliani[5]、Detinko[6]

等采用有限元法分别计算了端部集中非保守力作

用悬臂梁和半圆拱的静态大变形问题，给出了不同

载荷值所对应的平衡构形。上述的理论分析和数值

计算，均采用了轴线不可伸长假设。然而，关于受

沿轴线分布随动切向力作用可伸长梁的非线性稳

定性，或过屈曲分析，却很少见有文献报道。在这

种情况下，梁上的分布荷载与变形有关，这就使得

描述梁的变形和平衡的微分方程的非线性和偶合

程度都大大增强了。本文拟采用可伸长梁(杆)的基

本理论[7-9]，建立任意分布随动载荷作用下梁(杆)的

大变形数学模型，采用打靶法[8-11]分别数值求解细

长简支梁受沿轴线均匀分布的切向随动荷载作用

下的过屈曲问题，给出相应的静平衡构形和过屈曲

平衡路径。 

2  问题的控制方程 

    考虑一长为 l的简支梁，受沿轴线均匀分布切
向荷载 q作用(见图 1)。设梁在过屈曲变形过程中，

分布载荷 q的方向始终与轴线相切，即为随动载

荷。因此，载荷 q是非保守的。记梁在未变形时的

轴线为 )0,(x ， ],0[ lx ∈ 。梁进入过屈曲状态后的轴

线为 ),( wux + ，其中 )(xu 和 )(xw 分别为梁变形前轴

线上的点在在 x和 y方向的位移。假设变形后梁轴
线仍在 yx ~ 平面内，且变形服从平截面假设。由

轴线可伸长梁的大变形理论[ 7-9 ]可得下列基本方

程： 

 
图 1  结构和变形示意图 

Fig.1  Schematic diagram of the structure and deformation 

几何方程： 
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其中， Λ为轴线的伸长率(stretching)，θ 为弹性曲

线的切线与 x轴正向的夹角，H 、V 分别为横截面

上沿水平和铅垂方向的内力，M 为弯矩，A、I 分

别为梁横截面的面积和惯性矩。横截面的轴向内力

N可表示为 

θθ sincos VHN −−=                   (5) 

将方程(2a)代入(5)中可得 
EAVH /)sincos(1 θθΛ +−=             (6) 

引入无量纲量： 
lwusxWUSX /),,,(),,,( =               (7a) 

EIlVHPP VH /),(),( 2=                 (7b) 

EIMlm /= ， EIqlq /3=               (7c) 

并将其代入(1)-(4), (6) 可得到以下无量纲控制方

程： 
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其中 )/( IAl=λ 为梁(杆)的长细比。对图 1所示简

支梁杆，相应的无量纲边界条件为 
βθ ===== )0(,0)0()0()0()0( mWUS    (13a) 

01(0101 === ），）（，）（ HPmW         (13b) 

其中 β为梁的左端转角，将它作为过屈曲控制参

数。这样，简支梁在非保守载荷 q作用下的过屈曲

问题就归结为在边界条件(13)下求解非线性常微分

方程组(8)-(12)。基本未知量分别为 S、U 、W 、θ、

HP 、 VP 和m，它们均被看作 X 的函数。 

    对于保守分布荷载作用情形，即在梁变形过程
中载荷 q的方向始终沿坐标 x的负方向，平衡方程

(10b,c)变为 
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3  数值方法及结果 

    由于方程(8)-(12)是相互耦合的强非线性方程，

无法求得解析解。这里采用文打靶法[8-11]求其数值

解。由分叉理论[12]可知，非线性边值问题(8)-(12)
的线性化问题( 0→β )的最小特征值 crq 即为梁失

稳的临界载荷。当 crqq < 时，杆处于未屈曲状态，
当 crqq > 时，杆进入过屈曲状态。方程(8)-(12)连续

依赖于控制参数 β的解可以通过解析延拓法获得。

从而可得过屈曲状态平衡路径或过屈曲状态全局

解。 
表 1  不同转角 β 所对应的无量纲载荷参数 q ( 120=λ ) 

Table 1 Non-dimensional load parameter q ( 120=λ ) 

corresponding to different values of β ( centigrade) 

β /o 

0.001 30 60 90 120 150 178  

18.590 18.58[3] 18.993 20.287 22.257 22.575 21.301 17.171 保守 

18.978 18.97[3] 20.566 25.551 32.661 36.080 31.067 20.408 随动 

    数值计算时，取 120=λ ，相对误差限为 10-5。

表1中分别给出了在保守载荷和非保守载荷作用下
梁的左端转角 β与过屈曲载荷参数 q的对应关系。

其中 o001.0=β 时的载荷值为临界载荷，与文献[3]

中的近似结果十分接近。由表中结果可见，同样杆

端转角对应的随动载荷值大于保守载荷值。图 2绘
出了表 1中的各组( β , q )值所对应的过屈曲构形曲

线 ),( WXU + 。由于载荷作用方式不同，杆端转角

相同时的过屈曲平衡构形存在差异。图 3~图 6中分
别给出了有关物理量与无量纲载荷 q之间的特征

关系，这些曲线均可看作梁在某种意义下的平衡路

径。其中 )1(Ud = 为右端水平位移的大小; )0(HP 和

)0(VP 分别为左端水平和铅垂束力。这些曲线关于

载荷参数 q均为非单调的。因此，同一载荷参数值

可对应两个不同的平衡构形。保守载荷和非保守载

荷所对应的平衡路径形状不同，非保守载荷作用梁

的平衡路径的载荷变化范围与保守载荷相比要大

得多。对非保守载荷作用情形，杆端水平反力 )0(HP

与载荷参数 q为线性关系，并且有 )1()0( SqPH = 。

由于轴线伸长微小，有 1)1( ≈S ，因此 qPH ≈)0( 。

图 7 给出了轴线伸长 )1)1(( −= Sδ 与载荷参 q的关

系曲线。从图 3~图 7中的这些平衡路径曲线可知，

过屈曲变形在增大的过程中载荷参数先从临界值
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开始单调增大，达到一最大值。然后随变形增大载

荷却单调减小。对非保守载荷作用梁， 11.36max =q ，

对保守载荷作用梁 58.22max =q 。 
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图 2  不同 β 值对应的过屈曲平衡构形 

Fig 2  Equilibrium configurations corresponding 

to different values of β  
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图 3  右端转角 β 与载荷 q 的特征曲线 

Fig.3  Characteristic curves of the left rotation angle 

β  versus load parameter q  
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图 4  杆端位移 d 与载荷 q 的特征曲线 

Fig.4  Characteristic curves of the end 

displacement d  versus load parameter q  
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图 5  约束力 )0(HP 与 q 的特征曲线 

Fig.5  Characteristic curves of constraint force 
)0(HP  versus load parameter q  
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图 6  约束力 )0(VP 与载荷 q 的特征曲线 

Fig.6  Characteristic curves of the constraint 

force )0(VP  versus load parameter q  

 
图 7  无量纲伸长 δ 与载荷 q 的特征曲线 

Fig.4  Characteristic curves of the dimensionless 

elongation δ  versus load parameter q  

4  结论 

    基于轴线可伸长梁的几何非线性理论，建立了

受轴向随动分布载荷作用简支梁杆弹性过屈曲问

题的数学模型。采用打靶法[8-11]数值求解所得边值
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问题，分别获得了保守载荷和非保守载荷作用简支

梁杆的过屈曲数值解。结果表明，过屈曲平衡路径

不是载荷 q的单调函数和单值函数。与保守载荷作

用梁的平衡路径相比较，非保守载荷作用梁的平衡

路径表现出显著不同，其载荷变化范围要大得多。 
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POST-BUCKLING OF A SIMPLY SUPPORTED EASTIC CULOMN-BEAM 

UNDER AXIALLY DISTRIBUTED FLLOWER LOAD   
 

LI Shi-rong1,2 , WU Ying1 , ZHOU You-he2 

(1. School of Sciences, Gansu University of Technology, Lanzhou 730050, P. R China; 

2. Department of Mechanics, Lanzhou University, Lanzhou 730000, P. R. China) 

 
Abstract:  Based on the large deformation theory for the extensible elastic beams, the governing equations of 
post-buckling of a simply supported elastic beam subjected to a distributed tangential follower force along the 
central axis are established. They consist of a boundary value problem of ordinary differential equations with 
strong non-linearity, in which seven unknown functions are included and the arc length of the deformed axis is 
considered as the one of the basic unknown functions. By using shooting method and analytical continuation, the 
nonlinear boundary-value problem is numerically solved and the equilibrium paths as well as the post-buckling 
configurations of the deformed beam are obtained. The results show that the features of the equilibrium paths of 
the beam subjected to a non-conservative load are evidently different from those to a conservative one. 

Key words:  nonconservative load; extensible beam; shooting method; post-buckling; equilibrium path 


