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超弹性材料过盈配合的解析解和数值解 
 

 

范成业，*庄  茁，黄克智 
(清华大学工程力学系, 北京 100084) 

 

摘  要：给出了轴对称平面应变情况下，超弹性材料与线弹性材料过盈配合的解析解。给出一个解析解算

例并与有限元解进行了比较。同时用有限元分析方法讨论了可压缩性在过盈配合中对应力水平的影响。 
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THE THEORETICAL AND FINITE ELEMENT SOLUTIONS OF AN 

INTERFERENCE PROBLEM OF HYPERELASTIC MATERIALS 
 

FAN Chengye, ZHUANG Zhuo, HWANG Ke-Zhi 

(Department of Engineering Mechanics, Tsinghua University, Beijing 100084, China) 

 

Abstract:  This paper gives the theoretical solution of axisymmetric interference problem of hyperelastic (or 

Green elastic) materials under the condition of plane strain, based on the constitutive relations of large-strain 

hyperelasticity. An example is presented to compare the theoretical solution with the finite element solution. The 

effect of hyperelastic material’s compressibility on stress level is discussed.  

 

Key words:  interference; hyperelastic materials; bulk modulus; large deformation 

 

1  引言 

    过盈配合是橡胶工业中的一种常见的配合方

式。轴对称的过盈配合在圆柱铰、球铰等减震橡胶

元件中经常出现。通常橡胶被假定为超弹性材料，

由于超弹性本构模型的复杂性和高度的非线性，文

献中很少用解析的方法研究橡胶过盈配合大变形

问题。本文首先给出一种平面应变条件下，超弹性

不可压的橡胶与线弹性材料过盈配合的大变形解

析解。此解析解未限制特定的超弹性本构，可以对

工业上不可压橡胶有过盈配合元件的应力应变给

出定量的结果。在有限元计算中，一般假定橡胶为

超弹性不可压缩本构模型，在过盈配合问题中，材

料受到高度的约束，计算中采用的橡胶的体积模量

可能对有限元分析的结果有重要影响[1]，因此，本

文进一步探讨在这种过盈配合中橡胶的可压缩性

对应力应变的影响。 

2  不可压模型解析解 

    解析解模型如图 1，内层 Part1 为钢，中间层
Part2为不可压橡胶，内外半径分别为 sR 与 rR ，最

外层 Part3材料同 Part1，外层钢的外半径为 b，给

出 Part2和 Part3之间的过盈量δ ，同时假设平面应

变状态，钢为线弹性材料，橡胶材料服从超弹性本

构关系，求整个结构经过过盈配合后的应力应变状
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态。 

 
 
    以 sp 表示内层钢在 sR 处钢受到的压力，则内

层钢中应力应变状态为： 
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式中 ssE ν, 为钢的杨氏模量和波桑比。图 1中 sR 处

钢的位移 su 可以由拉梅公式得到[2]： 
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以 F表示橡胶的变形梯度张量，在直角坐标系下其

行列式(第三不变量)|F|等于橡胶变形后与变形前之
体积比 J，即 F=J 。如果我们专注于形状变化的

影响，而不顾及体积变化，可以构造 FF 3/1−= J ，

称为“等容(isobaric)变形梯度张量”。类似于左

Cauchy-Green张量 TFFB ⋅= (上标 T表示转置)，可

以构造等容左 Cauchy-Green张量： 

BFFFFB 3/23/2 −− =⋅=⋅= JJ TT        (3) 

    橡胶本构关系通过应变能函数定义[3]： 
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其中，ó 为 Cauchy 应力，ó ′为其偏量，DEV[  ]

表示取张量[  ]的偏量，U 为按变形前单位体积折
算的应变能密度函数， ),,( 21 JIIUU = ， 1I 与 2I 分

别为B 的第一与第二不变量。对于本节的解析解求

解，假设橡胶不可压缩，即 1=J ，则 BB = ，
2222

21 //1 rRRrII ++== 记做 I ，由(4)可计算得： 
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式中 R表示变形前橡胶内某点的半径，r表示过盈

配合后该点的半径。利用轴对称平面问题的平衡方

程[2]： 
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和橡胶不可压的假设： 

)()( 2222
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可以得到橡胶中应力计算公式： 
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)( rrrr σσσσ θθθθ ′−′+=                  (8) 
(8)式中 )( rrσσ θθ ′−′ 见(4)＇。以 rp 表示 Part3部分外

层钢内径 δ−rR 处受到的压力，可以根据平面应变

拉梅公式[2]、平面应变的本构方程及几何方程求出

外层钢的应力应变及位移状态。 
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θθεRu =                        (11) 

由于过盈面两侧径向应力连续，利用(2)，由(7)令

rRR = 可以求得 pr： 
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(12) 
以 rr 表示 rR 对应的过盈后的半径， δ−= rRRu | 表示外

层钢半径为 δ−rR 处的位移。利用 (11)(令

δ−= rRR )和(6)(令 rRR = )以及过盈面处位移的关

系： 

δδ −=+−=
rRRrr uRr |         (13) 

可以得到： 

图 1  解析解模型 
Fig.1  Model of the theoretical solution 
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把(12)代入上式得到关于δ 和 su 的关系式，该关系

式较复杂，可以使用Matlab、Maple等数值软件根
据给定的δ 求出 su ，于是利用(6)可以得到橡胶中的

位移u， Rru −= ，代入(4)＇得到 rrσσ θθ ′−′ ，再代

入(7)(8)即可得到橡胶中的应力。由(12)可以求出

rp ，代入(9)可求得外层钢的应力。利用 su 和(1)、

(2)即可容易的求出内层钢中的应力。 

    以上我们得到了这个结构中的应力应变的解

析的表达式，橡胶超弹性本构模型的形式很多，此

解析解没有限定特殊的超弹性本构形式，(3)式中的
U可以为任意形式的 21 I,I 的函数。 

3  解析解与 ABAQUS数值解的比较 

选取一组特殊的材料本构关系参数和模型的

几何尺寸，使用有限元软件 ABAQUS/Standard进行

计算，并与解析解计算结果进行比较。由于模型轴

对称，在有限元计算中取完整模型的 1/4。几何尺

寸如图 2：R59.50为内层钢的半径和中间层橡胶的

内半径，R73.00 为中间层橡胶的外半径，R71.10

为外层钢的内半径，过盈量为 1.9mm，有限元计算

中此接触面定义为无滑动过盈配合。R80.00为外层

钢的外半径。在 ABAQUS 中有专门为接触对过盈

配合计算用的选项*CONTACT INTERFERENCE。 

 

 
图 2  算例几何尺寸 

Fig.2  Geometry of the example 

 

    计算中橡胶使用三次减缩多项式应变能本构

模型，应变能表达式为： 

∑
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取  .=,  C.=C 0175204613120 2010
5

30 10818 −×.=C (单位

为 MPa)。钢的弹性常数取值为 sE =2.1×105MPa，

sν =0.3。 

图3是Part1和 Part2部分径向位移 ru 的解析解

和有限元计算解的比较，由于假设 Part2 橡胶不可

压缩，与 Part1部分不同，Part2部分的位移的绝对

值随半径的增大而减小。外层钢的内径处的位移占

过盈量的大部分，约为 1.82mm。图 4为 Part1~3径
向应力 rσ 的比较，图中横坐标为过盈配合前半径，

可以看到，两种解得到的径向应力在过盈面两侧是

连续的；在 Part3部分最外侧，径向应力均为 0。图
5为 Part1~2内环向应力 θσ 的比较，图 6为 Part3内

环向应力 θσ 的比较，由图 5~6可以看到环向应力在

过盈面两侧不连续，过盈面内侧为压应力，外侧为

拉应力。 

 

 
图 3  Part1~Part2部分解析解与 FEA解径向位移的比较 

Fig.3  The comparison of the displacement in Part1 and Part 2 

between the theoretical solution and the FEA solution 

 

 
图 4  Part1~Part3部分解析解与 FEA解径向应力的比较 

Fig.4  The comparison of the rσ  between the theoretical 

solution and the FEA solution 
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图 5  Part1~Part2部分解析解与 FEA解环向应力的比较 

Fig.5  The comparison of the θσ  between the theoretical 

solution and the FEA solution 

 
图 6  Part3部分解析解与 FEA解环向应力的比较 

Fig.6  The comparison of the θσ  in Part3 between the 

theoretical solution and the FEA solution 

 

    以上的两种解计算的结果吻合较好，应力、位

移差异均不超过 5%。 

4  可压缩模型 

    在以上的算例中未考虑橡胶的可压缩性，下面

以二次多项式形式应变能本构模型为例，用有限元

软件 ABAQUS/Standard进行计算，讨论材料可压缩

性对过盈配合的影响，二次多项式形式应变能定义

为： 
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静水压力 p与 J的关系如下： 
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初始体模量与系数的关系： 

10 /2 DK =               (18) 

    取 5组二次多项式系数进行分析，(16)式中有 7

个系数，与体积变形 J 无关的系数取值相同，

06863.0,01197.0,3629.0,1699.0 11200110 ==== CCCC

04918.002 −=C 与 J有关项的系数 D1，D2取值，以

及这 5组系数对应的计算结果如表 1。 

表 1  5种系数对应的过盈面上的应力 

Table 1  The comparison of rσ  on the interference surface 

with 5 serial coefficients 

 D1(MPa-1) D2(MPa-1) K0(MPa) 过盈面上 rσ (MPa) 

1 2.5E-03 3.0E-03 800 -106.2 

2 2.5E-04 3.0E-04 8000 -422.5 

3 2.5E-05 3.0E-05 80000 -602.1 

4 1.0E-05 1.0E-05 200000 -621.0 

5 0 0 +∞ -631.7 

    在以上计算中钢的体积模量 MPa175000=K ，

由此可以看出在橡胶的体积模量为线弹性钢的体

积模量的 1/2 时(对应第 3 组数据)橡胶的可压缩性

对应力的水平影响不大，橡胶的体积模量较小时(1，

2 组数据)橡胶的可压缩性对过盈配合中的应力影

响很大。因此使用有限元软件计算超弹性材料时，

如果材料受到高度约束(如橡胶过盈配合，橡胶密封

垫圈)并且材料的体积模量较小时，在计算时应考虑

材料的可压缩性。 
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