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用附加质量与刚度修改结构简谐激励响应

于德介
�湖南大学振动侧试研究中心

,

长沙 �� �� ��

摘 要
�

对修改结构局部刚度和质量参数
,

从而使其局部简谐激励响应分童满足给定设计要

求的动力修改问题提出了一种求解方法
,

导出了质量与刚度参数修改结果的通解形式
�

本文

方法仅需利用与结构修改自由度相关联的动柔度参数
,

计算过程简便
�

文中算例说明了方法

的有效性
。

关键词
�

动力修改
�

动柔度
�

动力学设计

中图分类号
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�
�

� 引言

在结构动态优化设计中
,

常常会遇到结构振动响应的控制与设计问题
,

如要求结构某

些部位的振动幅值最小
,

某些部位的振动幅值为给定的设计值等
。

文献【�� 和 �� 基于灵敏度

分析研究了结构动态响应的修改问题
�
文献 �� 』建立了反共振频率灵敏度概念

,

并利用反共

振频率灵敏度分析研究了结构局部隔振问题
�

本文则对修改结构多个质量与刚度参数
,

从

而使结构局部简谐激励响应分量满足给定设计要求的动力修改问题提出了一种求解方

法
,

并导出了质量与刚度参数修改结果的通解形式
。

本文方法仅需利用与结构参数修改和

响应控制 自由度相关联的动柔度参数
,

计算过程简便
。

文中算例说明了方法的有效性
。

� 基本原理

简谐激励下
,

修改前结构的振动方程为

���
。

�一 口
,

��
。

����
。
� � �� � ���

式中呱�
、

协九】分别为修改前结构的刚度与质量矩阵
� 。 为激励频率

�
�月和 �脚�分别

为激振力幅值和相应的响应幅值
。

结构修改后
,

响应幅值变为 ���
。

我们考虑如下两种结构修改情况

��  修改结点 �上的质量 ��
,

修改量为翻
, ,

相应的质量矩阵增量为
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〔刁盯
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,
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, �
�

�� �
, � � �� ……。 � 。… … ��

�

�� 修改结构某一连接刚度 �
, ,

修改量为氏
,

相应的刚度矩阵增量为

�从
‘

】�� 魔
,

衅
, �衅
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如果 �
,

为结点 �
、

�两点之间的连接刚度则

衅
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如果 �
,

为结点 �处的支承刚度则
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· ·
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· ·
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假定对结构共修改了 � 个结点质量
, �个连接刚度

,

则修改后结构的振动方程为

���
。

�一 。
,

附
。

� � � 魔
,

衅
, �衅 �

� 一 。 ,

� 翻
,
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��分
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则��� 式整理为
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。

�一 。
,

阿
。

� � �
� ,

��, ���
,

�
�

��� � � 毛� �

式中

� , � 屎
, ,

再令

� � � � � � ,

表示附加参数的动刚度
。

对附加质量
,

� , � 一口 �

如
‘

�� �

�
对附加刚度

,

��
,

�为表示动刚度久 贡献位置的列向量

�� � � 了�
�

�� �

���
。

“一��

� �� �

�
二
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。

�����
尹��� !�∀∀�、�� ���!��一一

,� �、、‘����‘
�、、

伽�是一组与结构修改自由度相关联的广义响应分量
,

由于 �
, � 久�

,

表示动刚度 � ,

在

广义响应 �
,

下产生的弹性力与惯性力
,

因此 �好是一组与伽�相应的广义力分量
,

〔�
。
�是修

改前结构的动柔度矩阵
。

引入上述记号
,

�� 式可进一步整理为

�� � � 【万
。

』了��� � � ��
。

� �� �

在���式两边前乘矩阵�门
� ,

并记伽
�

� � 少了��
。
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伽� � 伽
。
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式中

�� �
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�
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。
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假定结构修改后
,

响应�好的 � 个分量 �� ‘�� � 办
,

�,
� ,

…
,
。 , 等于给定设计值

,

记

�� � � �� 刀
,
� , � … � , �

�

则有

�� � � �� �
�

扭�

对修改前结构则相应有

��
�

� � �� �
�

�封
�

�

在�� �式两边前乘矩阵〔句
�
有

�� �
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。
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式中

��盆
, � �� �� �

�

��
�

���  ���

�� ��� 
、

��罗�的元素仅与结构修改自由度和响应控制自由度相关联的动柔度参数有

关
。

根据模态分析理论叫
,

动柔度矩阵既】�行�列的元素可从下式计算

� �� �
丫

叮 ‘‘日

几巧
�� �耐

一。 �

�

式中码
、

� , 分别为修改前结构第 �阶固有频率与模态质量
,

有振型的第 �
、

�个分量
·

从���
、

��  
、

��� 三式即可求出矩阵洲,��

���

几
、

巧 分别为第 �阶固
、

【万盆
, �的各个元素

�

现讨论质量与刚度修改量的求解
�

先从方程��� 求解广义力列阵�价
。

由于 � 簇 �
,

方程

�� 为欠定方程
,

从方程��  并不能得到广义力�价的唯一解
�

根据线性方程组理论�� 
,

�价的

通解为

�。� � ��笠
, �

�

���
。

�一 �� ��� ���� 一
��公

, �
�

�� 盆
, ���月 �� ��

式中{刀}是任意的 , 维向量
,

而【万盆
》
l 是矩阵【万笠

,
l 的N协“卜讲位

。s e 广义逆
。

在矩阵

[H 罗l行满秩情况下

[H 罢
,
]

十
=

[ H 盆
,
]

r
( [H 岁][H二

,
]
r

)

一 ,

矩阵 ([I 〕
一
[H 罗]

+
[H 岁D 的秩应为 r-P

,

以{di }表示([ n
一

畔
,
r [H 罗D 的 r-P 个线性

无关列向量
,

则(10) 式可进一步表示为

试戏
�劝乙l-l厦叮} = [H 罢

,
]

+

( {
z 。

}
一
{
z
} )
+

式中刀
,

(i
= 1 2.

: 为任意常数
。

(
1 1

)式代入(5)
,

则可求得广义响应列阵伽}为
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=
{y

。

}
一
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, ,
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,
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相应的附加动刚度参数为
a ,

= 叮
,

/ 夕
,

( 13 )式即为结构附加动刚度的通解形式
。

在(11)
、
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才
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(12 )两式中选取一组戏值
,

从(13)式
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即可求得一组相应的附加动刚度值
。

需要指出的是
,

虽然满足结构响应修改要求的附加动

刚度有无穷多组
,

但使J =艺心极小的附加动刚度仅有一组
,

我们称此组 “,

为最小修改

量解
,

以(l 3) 式为约束条件
,

采用优化方法不难求出与最小修改量解对应的八值
。

此外
,

为了保证结构参数修改结果易于在工程上实现
,

除集总参数系统外
,

对一般工程结构应使

附加质量与附加刚度大于 仇 因此
,

对久 > 。
,

应选择在相应 自由度上附加刚度
,

附加刚

度值队
= “, ,

对 a
,

<0

,

则应选择在相应自由度上附加质量
,

附加质量值凡
,

= 一“,

/ 。
, 。

当然
,

亦可选择一组适当的戏值保证附加质量与附加刚度大于 0
。

如果需要同时计及结构

附加构件的质量与刚度
,

则构件的质量与刚度应满足魔
, 一 山 ’

翻
,

= “, 。

以下我们考虑两种特殊情况

1) 在结点 i上修改结点质量 m
, ,

使u
, = O

此时有[H 二
, ,

]
=

H 犷
, ,

[H 盆
,
]
=

HJ0

, ,

从(5)
、

(
7
)两式可解得

翻
,

= 一
l

。2(H 二
。, u ,。 一

H 犷
, u , 。

)

( 1 4 )

式中叭
。、
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.

分别为修改前结构在 i
,

l 点的响应幅值
。

2) 修改i
、

j 两点的连接刚度气
,

使u
,

司

此时有[H :
, ,

]
==

H 犷
, +

H 罗
, 一 Z H 犷

,
,

[H 公
,
]
==

H 二
, , 一
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,

,
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、

(
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魔
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H 罗
,
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u , 。一 u , .
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, +
H 罗

, -
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3 算例

例 1
:
图 1

用扩月”户1
.
Okg ;

所示为一个五自由度弹簧质量系统
,

系统参数为 m
l= 3
.
okg
; m Z=, n 3 = 2 刀地

k:=3 200N lm
:
九=2400N 恤; 九= 160侧冈/m

; 凡尸棍= 800N /m
0

垃垃 11111 m 2222222222222222222
······

垃 33333 m 444444444 mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm 555

图 1 五自由度弹簧质量系统

假定在质量 3 上作用简谐激振力
,

激励频率为 50r
a出s

,

现修改质量 叭与 m
Z ,

使质量

m ,
振幅为 o

,

用本文方法解得

翻
:= (0
.2472一 0

.
4刀)l(0

.
462 + 0

.
5263刀)

如
:==0.3130+ 0

.
8081刀

考虑以下三组 p 取值情况

(l) 刀~ 0
.
3873 ,

求得如
1=1.545地; 如

2
=0

(2) 刀~ 0
.
1573 ,

求得翻
:
司
.
44 01地

;
翻
2
=0
.3369峪

此组解为最小修改量解
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(3) 刀司
.
16 58

,

求得翻
:
=0 .328 0kg

,

帆=0
.
科卫唱

文献[3 】利用反共振频率灵敏度
,

经 5 次选代求得两组解分别为

奴=l
.
50吨
;
帆司

奴司
.
302kg

:
帆=0
.
44飞

但文献[3 』为近似解
,

本文则为精确解
。

例 2
:
图 2 所示为一悬臂梁

,

梁长乙司m ;弯曲刚度丑卜1。仪N 衬)
;
密度网月

.
卿喀仙)

。

将梁划分为 6 个单元
,

用有限元法计算其简谐激励响应
。

在结点3 上作用简谐激振力
,

激

励频率 。
=6 or a d/ s

。

图 2 悬臂梁示意图

以u
,

表示结点 i处的挠度响应分量
,

考虑以下两种响应修改情况

(l ) 在结点 6 上附加质量或支承刚度
,

使u
Z = 。

从(l 4)式解得 a
‘
~ 5 30

.

3 N
lm

,

即应在结点6 上附加质量如
.
司
.
14牡唱

(2) 在结点 2
、

4

、

6 上附加质量或支承刚度
,

使u
Z = u。 ,

且 。2 =

雌
, ,

用本文方法解得
a : = 一3 2 7

.
6 一 4 7 3 9刀

a;== 代1880刀一 1 7
.
9 6 ) /(

0
.
7 1 9 7刀一 0

.
2 1 7 1)

a 。 = 一2 0 8
.
4 + 3 8 1 4刀

与最小修改量解对应的刀值为刀“。
.
0006

,

相应的结点附加质量与支承刚度分别为

如
:
司
.
09oZkg

;
品
;= 87

.
75N /in ; 翻

‘

=0

.

0 5 8 5地
O

4 结语

本文提出了一种结构简谐激励响应的修改方法
,

该方法通过修改结构多个质量与刚度

参数使结构简谐激励响应满足给定设计要求
。

一般来讲
,

在作结构修改时
,

附加质量较易

在工程上实施
。

因此
,

用本文方法修改结构简谐激励响应时
,

宜选取结点质量作为修改参

数
,

并通过调节通解中的待定常数尽可能使如
,
之o

。

本文虽然只讨论了无阻尼振动系统简

谐激励响应的修改
,

但这一方法亦能推广应用于阻尼振动系统
。
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高压涡轮盘的热弹性应力分析

对于樵齿
,

靠近盘外缘的齿根处总珑
ses 应力最大

,

最大应力为850 N [P
a ,

该处的温度

约为700℃
,

材料在这个温度下的屈服极限为69 0N IP
a ,

强度极限为105 0N [P a
,

由此可以看

出该处将发生屈服
,

中间齿的齿根处的最大应力为77 0N [P a
,

也超过了屈服极限
,

所以
,

在

梓齿部分靠近盘外缘的两个齿根处也发生屈服
。
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