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提 要 � 本文针对塑性大变形有限元中静水压力计算精度低的问题
,

研究了三维八节点等参

元的偏应力导数佳点
,

提出了一种改进的静水压力间接积分算法
。

将该算法应用于金属塑性

成型过程的有限元模拟
,

较好地解决了大步长情况下应力计算精度低的问题
。
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� 引言

修正的 ��� ��� �� ��� � 法�有限元方法己广泛地用于弹塑性大变形的金属成型过程数值

模拟研究中
,

其本构方程一般是基于 ���� ��  
一

� �� �� 流动理论构造的
。

在应变增量步长很小

时
,

该方法可 以较好地给出应力
、

应变等解答
,

然而
,

在应变增量远大于屈服应变量级时
,

该方法在计算静水压力时会产生较大误差
,

从而会导致应力计算失真
。

因此
,

在有限元计

算中
,

一般要求应变增量步长要足够小
,

例如
,

文��  在模拟铝材挤压时采用的应变增量为

�
�

��
,

而文【�」则认为应变增量不应超过屈服应变的 ��� �
。

对于塑性成型等大变形问题
,

以如此小的应变增量进行计算
,

不仅会显著延长计算时间
,

而且会增大累积误差
。

�� �� �� �� � 和 �� �� � 提出了一种应用偏应力场计算静水压力的间接计算方法�� 
,

该方法

根据平衡方程
,

由偏应力场的导数得到静水压力的导数
,

然后
,

从一个单元的自由表面出

发
,

顺次积分得到各单元的静水压力
。

然而
,

由于偏应力场导数计算的不准确
,

以及累积

误差随积分路径延长而增大
,

使得该方法的计算精度难 以保障
,

因此该方法没有被广泛采

用
。

本文在偏应力导数精度的理论分析基础上
,

提出了偏应力导数佳点概念和逐层积分法
,

对这一方法进行修正
,

较好地克服了以上两个缺陷
,

提高了静水压力和应力的计算精度
。
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其中 �
、

� 分别为剪切弹性模量和体积弹性模量
,

�兄为与硬化有关的乘子
。

采用 �� � 法

描述时
,

由于以 �时刻平衡构形为参考构形
,

故可认为 � 二 � � 次 时刻现时构形坐标 � 等同

于 �时刻参考构形坐标 �
,

本构方程中 ��� � �� � 应力增量和 � ���� 应变增量的关系可表示

为
�

』可
二

�� 叮
、 ��’�

对��  式令 � � �进行缩并
,

并代入丐 的分量值
,

可得与�� 式类似的式子
�

乙《
� 尤乙五

, ,

���

当应变增量较大时
,

引起静水压力计算不准的原因有以下两条
�

�� 体积应变

� · �氏
� ”�� ,

�
一 ‘

仅对微小变形
,

才有 � 二 刁�,,
, ,

在应变增量较大时
,

用业
刁

取代体积应变误差较大
。

�� � 理论上体积应变为弹性应变
,

而塑性应变业厂
二 �

,

但由于计算误差的不可避免
,

使得数值计算中叮了
� �

,

并且在应变增量较大时
,

塑性应变增量会达到弹性应变增量的几

十倍甚至几百倍
,

业厂的计算值可能会比叮言大很多
,

因而朋厂计算误差的存在会使体积

应变产生较大的误差
。

考虑到体积弹性模量数值很大
,

由��� 式可见
,

在体积应变存在计算误差时
,

该误差在

静水压力的计算中被进一步放大
,

因而应力值会产生较大的误差
,

甚至会改变正负号
。

大量计算表明
,

在应变增量较大时�例如应变增量步长达到 �� � �一�� ���
,

采用 �� � 法有

限元得到的塑性应变和变形仍很准确 �’,� �
,

特别是采用应力计算的中点正交法则�� �� �
�

�� �� �� � � �� �� 
��

,

能够保证偏应力的计算精度
,

因而通过适当地构造偏应力导数
,

就可用

间接法计算静水压力
。

� 静水压力间接计算法的原理及实施

在现时构形上
,

� �� � �� 应力满足平衡方程
�

气
,

, � � �� �

且

�� 二
可

�
氏气

因此

气
, ,
� 一
川

,

,
��  

当已知偏应力场后
,

可 以得到静水压力的偏导数
,

因此
,

在变形固体内
,

由 � 点到 � 点静

水压力的增量为
�

刁�� 
一

�二
, ,

��
,

�� �

如果变形固体存在自由表面
,

则该自由表面上任一点法向偏应力的负值即为该点的静水压
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力
。

当己知一点的静水压力后
,

就可根据��� 式和��� 式计算变形体内任一点的静水压力
。

这样得到的静水压力计算精度取决于偏应力场导数计算精度和积分路径的长短
,

下面

以常用的三维八节点块体等参元为例
,

分析偏应力场导数的精度
,

并构造积分方案
。

�
�

� 偏应力导数佳点

对于八节点块体等参元
,

位移解一般具有二阶精度
,

� �� � � 点处应力解�及偏应力解�

具有一阶精度�� 
,

而应力导数则仅具有零阶精度
。

但恰当地选择偏应力导数的计算位置
,

可使该导数精度提高一阶
。

对于正规剖分的块体线性单元
,

由 � � � � � � �� �� 点的偏应力
“

�� 外插得到单元节

点偏应力
”

叫
�

�

”

川
�

艺�� �
“

可�
�

����

其中�
�
为形函数

,

� � ��

壹
�‘� � 。“· 。。,“·叽。

�� ��

外插时应注意 �� ��
、点自然坐标为单位长度

,

而节点自然坐标 �个 �叫
一

�个行
。

当一个节点由 � 个单元共有时
,

我们以绕节点平均值作为该节点的偏应力
,

即
�

”

司
一

言菩
‘
”

川’
, ,

��� �

其中
”

司表示平均后的节点偏应力
,

其精度不会低于 � �� �� 点的精度
。

仿照有限元的位移插值方法
,

在单元内部由节点偏应力值构造偏应力场
�

�

�叫�
, 一

艺�
�
�
”

司�
�

����

�脚标 �代表插值�于是得到偏应力分量在单元内的导数为
�

些匕五
一

夕斗戊
� �
�

�对 , 不求和 �

故
,

胃 敌
,

����

下面我们证明
,

���� 式给出的偏应力导数精度在单元形心处将比其它位置的高一阶
。

考察��  ! 式的插值精度
。

插值 �弓�
�
有余项

�

。�
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合
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�
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其中 � 为单元的特征尺寸
。

偏应力导数的余项为
�

气
魔

�

� 武可�
� �

魔
�

� 弓
一 �叫�

‘

〕稽

稽 魔
,

�

亚�二当卫 �

十

匹当二二二�旦
勿

内
次

,

可

由 ��� � �� �� 行列式性质可知
,

对于正规剖分
,

�对�不求和 � ����
髯一代有

、��
、

,
子

�八�
�

月��二旧二胜奇了�飞、矛

‘
、⋯箭卜⋯穿�

,

⋯聋卜资

⋯鲁卜⋯誓卜⋯争�一
其中�

、

� �是与 � 无关的常数
。

将�� �� 式与���� 式代入 ���� 式
,

得到

击二 武试 �
,

� � ,

夕试 澎司
�

夕试
二厂一 一 一二丁一一 � �右, 二百一 � 夕二下‘ � 百一二份 十 口��

‘

以
,

峨
,

嗒
一

勿
一

代
‘

��于 �� � �

容易看出
,

在单元形心
,

由于咨二 夕 � 杏二 �
,

故

电� 武川�
,

魔
了

魔
�

‘ � ��’� �� ��

即单元形心处偏应力导数精度比其它位置的高一阶
,

因此称单元形心为偏应力导数佳点
。

以上分析同样适用于其它线性单元 � 如平面四节点单元 �
。

对于二次元
,

� � �� � 点为

应力佳点
,

偏应力具有与位移同阶的精度 �� 
,

以 � �� �� 点为基准
,

通过插值可得到偏应力

场
,

该偏应力场的导数佳点同样在单元形心处
。

�
�

� 两点间静水压力增量

对于线性单元
,

依上述插值过程计算单元形心处的偏应力导数和静水压力导数
,

并假

设两相邻单元形心间静水压力导数呈线性变化
,

沿着由单元 � 形心 � 到单元 � 形心 � 的直

线积分路径
,

静水压力变化为
�

刁气 二
气

,�
血

,

�� � 

、
, ·

合
。�二

,

,二 �二
, ,

,
·
,

,

‘
了
� ‘一 ,一‘一 ,

·

�
�

� 自由表面处的静水压力

在包含自由表面的单元上
,

由 � �� �� 点偏应力可以插值得出 自由表面形心处的偏应力

弓
,

设自由表面的外法线方向余弦为
� , ,

由该表面法向应力为零
,

可得形心处静水压力
,

气 二 一�夯� 一
弓��

� ,
��  !

因而从任一自由表面出发
,

由�� �� 式即可得到所有单元的静水压力
。

�
�

� 逐层积分法

由于偏应力存在计算误差
,

并且在相邻两单元形心间假设静水压力的导数呈线性变化
,

均会给 �气带来一定误差
。

随着积分路径的延长
,

累积误差将会加大
,

而缩短积分路径可
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以减少累积误差
。

因此
,

我们取所有带 自由表面的单元为积分出发点
,

作为积分的第一层
,

将所有与第一层相邻的单元作为第二层
,

⋯
。

这种积分方法可称为逐层积分法
。

对于一般

的塑性成型问题
,

都存在较多的 自由表面
,

利用这一方法可以显著提高积分精度
。

4 数值算例

考察一个铝块在粗糙平板间墩粗问题l’]
。

铝块的初始体积为 40 x 20 x Zom m
,

根据

对称性取其八分之一划分了

为于70GP
a ,

12
X 6 X 6 个三维八节点块体单元(见图 1)

。

取铝的弹性模量
,

泊松比声= 0. 34
,

应变硬化函数为

r = 50 + 2 1L n(丘
+ 0
.
00465

0
.
00465

)+ 9e4
·

5

(耳一0
.
6 9 0 9 )

M P a

Y = 1 6 4
·

8

+

7 2

(瓦
一 0

·

7

)

采用 U
.
L 法弹塑性有限元计算

,

本构方程

采用 Jau m an
n
应力增量和与转动无关的应变表

示
,

对于边界摩擦问题引入了摩擦单元的计算

方法
,

摩擦因子 m 二0
.
7

,

以上参数同文〔41
。

计

算采用了割线增量法
,

总压下量为 40
.
2%

,

分

别用大位移增量步(每步压下量 2% )和 小位移增

量步(每步压下量 0
.
2% )进行计算

,

并分别用间

接法和 Pr an dt l
一

R
eu

ss 理论的直接法计算了静水

压力
。

图 2 和 图 3 是用本文静水压力计算法得

M Pa

(弓二 0
·

7

)

(瓦
> o·

7

)

图 1 八分之一铝块的网格划分

出的接触面上沿两条中心线的单位压力分布和静水压力分布在两种步长下的计算结果
。

图

4 则给出了小步长下用 Pr an dtl
一

R
e
us

S 理论的直接算法得出的接触面上沿中心线 x 轴的单位

压力分布和静水压力分布
。

对接触面上的接触压力进行积分可给出总压力
,

其中采用本文

静水压力计算法得 出的在小步长和大步长下的总压力计算值分别为 206
.
7 5kN 和

188
.
64 kN

,

采用 P
ran dt l

.
R euSS 理 论的直接算法给出的相应于小步长下的总压力为

57 2. 43 kN
。

文日]采用弹塑性有限元法并应用了 Al ex an de r和 Pri ce lsl 的静水压力计算法
,

给

‘

黑
1oo
6O
_
:00

恤1501107030-l0

0 5 10 15 20 25( ~ )

图2
,

静水压力间接算法得到的接触面沿中心线

x 轴单位接触压力和静水压力分布
。

1

、

2

:

步长压下量为 0. 2% 和 2% 的单位接

触压力
。

3

、

4

:

相应于 l
、

2 的静水压力
。

盆0 毛4
(
~

)

图 3
.
静水压力间接算法得到的接触面沿中心线

y 轴单位接触压力和静水压力分布
。

1

、

2

:

步长压下量为 0. 2% 和 2% 的单位接

触压力
。

3

、

4

:

相应于 I
、

2 的静水压力
。
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出的总压力为 120kN
,

而该文的实测值为 220 kN
。

与实测值比较
,

本文方法得出的总压力计算误差分

别为 6% (小步长)和 14 3 % (大步 长)
,

其精度 比

A lexan de: 和 Priee 的方法有大幅度的提高
。

而即使

采用小步长计算
,

直接算法得到的总压力误差也超

过了 16 0%
。

比较图 2 和 图 4 可见
,

采用静水压力的

直接算法和间接算法几乎不影响偏应力大小
,

应力

的差别仅取决于静水压力
,

可见
,

对于塑性大变形

问题
,

应力计算误差主要决定于静水压力的计算精 _
图 4

度
。

采用静水压力间接计算法时
,

以上两种步长得

到的应力数值差别不大
,

故可以使用较大步长进行

计算
。

5 结论

(Mpa)
500

一
⋯

拼拼 二主 二入二

000000000月崎IJ,‘-

1 0 1 5 2 0 2 5
(
m l n

)

静水压 力直 接算法 得到的接触 面上沿 中心线
x 轴 的单位压力 和静水压力分布(步长压下量
。
.
2 % )

。

I

:

单位压力 : 2
:
静水压力

1
、

本文提出了应用偏应力导数佳点和逐层积分法来构造的静水压力间接算法
,

较好

地解决了大变形下应力的计算精度问题
,

并允许使用较大的应变增量步长进行计算
,

提高

了弹塑性大变形有限元法的计算效率
。

2

、

由于静水压力的间接计算仅取决于偏应力场
,

因而本文方法独立于有限元法的计

算过程
,

可以方便地加入到现有的大变形弹塑性有限元程序中
,

实现对这些程序的改造
。

也可以作为刚塑性有限元求解静水压力的方法
。
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