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降阶积分中刚度的奇异性分析
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提 要 本文研究了薄厚板壳有限单元统一性理论中
,

由于采用降阶积分而使得刚度矩

阵产生奇异的问题
�

得到了根据插值函数来计算刚度矩阵秩的计算公式
,

并对几种降阶积分

单元进行了验算
�

关健词 降阶积分
,

罚函数
,

奇异性
,

多余零能模态

一
、

引 言

根据薄板理论的基本假设
,

其变形完全由横向位移来决定
,

而不考虑横向剪切作用
�

在此前提下
,

则位移函数必须为�� 类连续才能保证单元的协调性
�

而厚板则需考虑横向剪

切作用
,

位移参数不仅有横向位移
,

还包括两轴向转角
�

由于将横向位移与转角作为独立

的位移参数
,

则位移函数的协调性只要求其为 �
“

类连续就可以了
�

于是人们就试图用考

虑横向剪切作用的单元去计算薄板
,

利用斜率及横向位移来进行独立插值
,

使用罚函数的

方法将剪切部分强加上去
,

从而把厚板理论和薄板理论联系起来获得了许多优秀的薄厚通

用有限单元【’
·

��
。

在采用这种方法计算中
,

当板厚很小时罚函数就特别大
,

若刚度矩阵中约束部分非奇

异
,

则计算结果产生的误差就相当大
,

通常称为剪切自锁现象
。

为了克服这种现象
,

可采

用降阶积分的方法
,

使刚度矩阵中约束部分奇异
,

同时还必须保证整体刚度矩阵为非奇

异
。

但对整体刚度矩阵奇异性的分析确是一个非常复杂的问题
,

�
�

�
�

�� ��� ��� �� 川曾指出

在某种情况下
,

易证明怎样就一定出现奇异性 � 但是证明怎样就一定不出现奇异确较困

难
�

本文根据单元选用的插值函数
,

给出了计算刚度矩阵秩的所谓�矩阵法及计算多余零

能模态个数的公式
,

从而获得了刚度矩阵为非奇异的充分条件
�

最后通过已有的各种不同
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类型降阶积分单元来验证了本文的理论
�

二
、

薄厚板统一性理论

考虑横向剪切变形的板弯曲单元其刚度平衡方程通常可由最小势能原理导出
。

对线弹

性各向同性材料的中厚板单元的能量泛函为
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其中
,

� 为板的弹性矩阵
,

�为板的横向位移
,

�为剪力校正因子
,

氏和氏分别为中面法线

变形后绕� 和�轴的转角
,

� 为剪切 弹性模量
,

� 为弯曲弹性模 量
,

�为板的厚 度
�

无� �
,

一 � �
�

“ 、 , �

一
, � � �

二‘
…

、 , , 。 。 。 。

� 二

岑�勺
, ,

应变可由转角和其一阶导数给出为 � , � ���
二
一
氏

二 ,

�
, , 一 ��

二

�
‘

�

�
、

�
‘

取位移函数和位移模式分别为
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其中从为形函数
,
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, ,
� �

,
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,
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, ,

氏
,

气�
�

由于�为二次线性泛函
,

利用曲
‘
的独立性

,

可得到线性标准形式的平衡方程

� � � � � �

若将能量泛函中的弯曲变形能和剪切变形能分开考虑
,

则上式可写为
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随看板厚度的减小背日变憋能也随之硕小
,

但夜同列切父堆能肺引赳阴保麦却以 叹丁�
‘

量级扩大
�

所以在有限元的计算中一定要尽可能精确地表示横向剪切变形能
,

否则将产生

剪切自锁现象
�

即对薄板应尽可能满足�云��� �任假设

丝
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由罚函数法知
,

薄板问题的求解等价于下面无约束问题的求解
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而这正是考虑横向剪切变形能的泛函极值问题
,

所以两种板理论就可以用罚函数的方法将

其统一了起来�
’�

�
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然而将罚函数用于薄板的有限元计算中去
,

虽然可以绕过单元的 �� 连续性要求的困

难
,

但随之而来却出现了其它的问题
�

随着板厚度的减小
,

� 迅速增长
,

使得��� 式退化为
� �。 � 一

�
、。

所以只有当 �
�
奇异时

,

才能保证��� 有非恒零解
�

但为保证解的唯一性
,

又必须要求整体

刚度矩阵为非奇异
�

所以对刚度矩阵奇异性的研究是非常必要的
。

三
、

刚度矩阵的奇异性分析

通常刚度矩阵的计算都是采用高斯数值积分获得
,

一般采用精确数值高斯积分求得的

刚度矩阵总能为非奇异的
,

但采用所谓降阶积分
,

即采用较少的高斯积分点个数
,

就不能

保证刚度矩阵的非奇异性
,

使得这种积分不实用
�

但为了保证 �
�
的奇异性

,

通常采用降

阶积分来计算�
� ,

用精确数值高斯积分来计算 �
, �

由此可见刚度矩阵的奇异性是和高斯

积分点个数的选取直接相关
,

所以下面讨论高斯积分点的个数和刚度矩阵的关系
�

由于整

体刚度矩阵的秩完全由单元刚度矩阵决定
,

因而
,

首先讨论单元刚度矩阵的秩
�

根据高斯数值积分的定义

�� ��� !∀ 勃��’ ,
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城二嵘

亿 ,

卜数
,

班为加权系数
,

点刀
,

为 �,� 积分

���

对考虑横向剪切的板单元刚度矩阵可表示为
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其中冈为雅可比行列式
,

�几卜� 。分别为冈与 , 在局部坐标佑
,

马 � 点的取值
·

为了计算单元刚度矩阵的秩
,

先给出下面的引理

引理� 对于任意矩阵 �,
。

都有
�
秩� �

� � 卜秩 ��  

引理� 对任意矩阵 � ,
。

和正定矩阵凡
、。

都有 � 秩� �
�

�� 卜椒��

由于单元刚度矩阵中的� 显然为正定矩阵
,

则由上面的引理可推出

定理 � 秩� �
‘

卜秩�闭
由于矩阵 � 是由矩阵 � 在各高斯积分点的值组成

,

所以讨论刚度矩阵的秩
,

只需要

讨论矩阵�的秩就可以了
�

若将矩阵 � 的行数称为节点的独立关系数
,

可知矩阵 � 的行

数则为高斯积分点个数乘上每个节点的独立关系数
,

将其称之为总的独立关系数
,

将刚度
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矩阵的行数或列数 �节点数乘节点变量数 � 称为总自由度数
�

若令 � 为高斯积分点个数
,

� 为每点的独立关系数
,

� 为总自由度数
,

可知 � 为一 �
、
� 行

,
�

� 列的矩阵
,

所以
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‘

�� 秩润 ‘
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,

了�

总体刚度矩阵的秩也可通过上面的方法来讨论
。

在文献 川 中曾给出

定理 � 引人边界条件为 。 个
,

那么方程组 �� 有唯一物理意义解的必要条件是

� � � 一 � � � 之 � �� �

但我们知道重要的是是否有唯一解
,

即充分条件
,

而不是必要条件
�

如果我们能将刚

度矩阵的秩计算出来的话
,

一切问题就解决了
,

下面我们来研究矩阵 � 的秩
,
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由式(11) 可知 B =Q V
,

由于 V 为满秩矩阵
,

则通过引理l
,

可得到
:
秩(B) =秩(Q )

。

若将矩阵 H 用变量矩阵 Q 在各高斯积分点的取值来表示
,

那么
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· = (Q入
,

Q 几
, ·

一…由定理l 和上式
,

则就可以得出

定理3 刚度矩阵的秩可通过 Q 矩阵来计算
,

并有

秩(K
e
卜秩 (Q几

,

以
,

…
,

Q 二
,

Q 二
,

…
,

Q 二) (16)

由此可知
,

单元刚度矩阵秩的计算可转化为 Q 矩阵秩的计算
.
通过后面的计算就会

发现变量矩阵 Q 在高斯积分点的取值所组成的矩阵的秩是较好求的
,

那么刚度矩阵的秩

也就不难计算了
,

由此而来刚度矩阵的奇异性也就完全可以判断了
.

另一方面
,

采用精确数值积分所求得的刚度矩阵
,

在平衡方程中只需将刚体位移模态

消除
,

就可以使刚度矩阵非奇异
,

但采用了较低阶的降阶高斯数值积分
,

即使消除刚体位

移模态
,

刚度矩阵也可能仍为奇异的
,

我们称由降阶积分所造成的刚度矩阵的奇异为结构

存在多余零能模态
,

刚度矩阵的亏为多余零能模态个数
,

其关系可写为下面形式l4]

多余零能模态的个数=刚度矩阵的行数 一秩润
一
单元刚体模态个数

(17)

因此通过上面的分析公式
,

不但可以判断出是否存在多余零能模态
,

而且还可以确定

出多余零能模态的个数
.

四
、

计 算 实 例

下面通过各个参考文献中所给出的降阶积分单元位移模式
,

用本文的Q 矩阵计算方法

来进行分析并计算其单元刚度矩阵的秩
.

例1
.
文献l2] 中所构造的单元为双线性四节点四边形单元

,

在矩形情况下其位移模式为

w = a. + aZx + a3夕+ a .砂
,
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:+ b:x + b3少+ b一砂

,

0,
=C: +cZx +c3夕+ c一砂
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,
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,
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在此单元中
,

每节点的自由度为 3
,

应变分量个数为 5
,

可知单元刚度为一 12 ‘
12 阶

矩阵
,

那么由 (15 ) 可构造出一 5 ”
1 2 阶 Q 矩阵

,

其表示式如下
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取Q 矩阵中第二列减去第九列; 第三列加第五列
,

这样就可得到经初等变换后的Q 矩

阵为一前三列为零的矩阵
.
可知不管采用几点高斯积分

,

刚度矩阵的秩至少要亏3
。

由(l 6)

可计算出刚度矩阵的秩为 9 ,

这点与文献【2] 中的计算结果完全一致
,

与本单元有 3 个刚

体模态的结论也是一致的
,

用公式 (17) 可计算出这种单元没有多余零能模态出现
.

若本单元对弯曲部分采用上面的精确积分
,

而对剪切部分采用一点积分
,

那么
’

Q

,
不

变
,

而 Q
Z
将为在原点的取值

,

即
一l
se

.se..J
nUnU

0
一
1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

使用与前面相同的方法可得到前三列全部为零
,

而第四列本身为零
,

若第十一列加于第六

列又使第六列为零
,

所以单元刚度矩阵的秩至少要亏5
.
而由实际计算结果知其秩恰好为

7
,

由公式 (17) 可计算出这种单元的多余零能模态个数为2
.

例2
.
文献【51 中采用与文[2] 相同的位移模式

,

只是对整个刚度矩阵都进行一点高斯积分
.

那么所构造出的 Q 矩阵即为其在原点的取值
,

即
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eslwe...J八U
一

000

�11
�,且1.1一

日n�nU
0 00
八
U
Oo

--l
o0 0

0 0

0
一 l

0
�11�
00 00000000

r
已

ee

.l已IJ

一一Q

Q
Z
与前相同

,

由式(l 6)可计算出刚度矩阵的秩为 5
.
此结论与文献【5] 中的结果完全相同

,

由式(1乃可计算出这种单元的多余零能模态个数为 7
.

例3
.
文献[6 】中采用与文【2] 有相同位移模式的矩形单元

,

只是对刚度矩阵中弯曲部分采用2

x Z精确数值积分
,

而对剪切部分分别采用1
x Z

,

2

二
1 的降阶积分

.
所谓1

x Z 积分是指对

, 0 时
,

保留y
,

而2
‘

1 积分是指对 y =0 时
,

保留x
.
下面使用与前面相同的方法来分析矩

形单元
,

知Q
:
不变

,

而 Q
Z
将为

,
.
lesesesesJ

00o

,

=

「
0 0 ‘ x 一 ,

一
‘

L

O 1 0 夕 。

一 x 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 y

若将Q
I
的第一行和加至 Q

Z
第二行; Q

Z
第一行减Q

,

第二行剩
,

最后得到的矩阵正好就是

没降阶时的Q
:
矩阵

,

由例 1 知这种单元的秩为 9
,

并且没有多余零能模态产生
,

这与实

际计算结果完全相同
.
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