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夹层板弯曲问题的 Hoff 理论的解析解*

李跃军 � � � 程银水
(北京建筑工程学院, 北京 100044)

� � 提 � 要 � 本文根据 Ho ff提出的夹层板理论和胡海昌、柳春图对该理论的简化理论, 提

出了矩形夹层板弯曲问题的解析解的一般格式, 它可以用于求解各种边界条件下矩形夹层

板弯曲问题的Hoff理论的解析解。从而, 使得考虑表层抗弯刚度的矩形夹层板弯曲问题求

解格式化。
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一、引 � � 言

� � 1950年Hoff提出了不仅考虑夹心的横向剪切变形, 同时, 还要考虑表层的抗弯性

能的夹层板理论[ 1]。导出了以表层中面的挠度 W 和上、下表层中面上对应点的连线在

变形后的转角 �s、�y 为未知量的三个基本方程。为使求解得到简化, 胡海昌提出用两

个函数 �、f 来表示上述的三个变量 �s、 �y、W
[ 2]。柳春图进一步提出函数 �可表为

两个函数 �0和 �1 的组合
[ 3]。这样, 不仅使求解得到简化, 而且函数的物理意义也很明

确。在此基础上, 得到了极少数几种问题的解答[ 4]。为寻求 Hoff理论的一般解析解,

我们研究了各种边界条件下矩形夹层板的弯曲问题, 提出了考虑表层抗弯刚度的各向同

性夹层板弯曲问题的解析解的一般格式, 从而使求解这类问题的方法规律化。
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二、Hoff理论的基本微分方程

图 � 1

� � 图 1所示的夹层板, 当用 �, f 两个函数

表示上、下表层中面对应点的连线在变形后的

转角 �x , �y 和表层中面的挠度 W 时, 函数

�, f 与 �x、�y、 W 有以下关系

�x =
� �
� x

+
�f
� y

( 1)

�y =
��
�y -

�f
� x

( 2)

W = �-
D
C
� 2
� ( 3)

� � 对于在横向载荷作用下的夹层板的弯曲问题, 函数 �和 f 应满足下列基本微分方程

( D + 2Df ) � 2 � 2 �-
2DD f

C
� 2 � 2 � 2 �- q = 0 ( 4)

1
2

( 1- v f ) � 2
f - Cf = 0 ( 5)

式中

D =
( h + t 1)

2
t 1

2( 1 - v
2
f )

E f , C =
( h + t 1)

2

h
Gc , Df =

E f t
3
1

12( 1- v
2
f )

� � E f、 v f 为表层的弹性模量和泊桑比;

� � Gc 为夹心层的剪切弹性模量;

� � t 1为表层厚度, h 为夹心层厚度。

为使 ( 4) 式得到简化, 取

� = ( 1 +
1
k

2 �
2
) �0 + �1 ( 6)

其中

D0 � 4 �0 = q ( 7)

� 2 �1 - k
2 �1 = -

q

k
2
D0

( 8)

式中

k
2

=
C( D + 2Df )

2DDf
=

C
D

[ 1+ 3( 1 +
h
t 1

)
2
] , D0 = D + 2Df

� � 现将位移和内力以 �0、�1、f 表示出来, 则有
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�x =
��0

�x +
1
k

2
�
� x
� 2�0 +

� �1

� x
+
�f
�y ( 9)

�y =
� �0

�y +
1
k

2
�
�y �

2 �0 +
� �1
� y

-
�f
�x ( 10)

W = ( 1 -
D
C
� 2

) ( �1 + �0 +
1

k
2 �

2 �0) ( 11)

表层的应力 � 应变关系与单层板相同, 确定沿表层厚度均匀分布的应力时的弯矩和扭矩

可表达为

Mx� = - D[ (
�2 �0

� x
2 + v f

�2
w 1

�y 2 ) +
1

k
2(
�2

� x
2 �

2 �0 + v f
�2

�y 2
� 2 �0)

+ (
�2 �1
� x

2 + v f
�2 �1
� y

2 + ( 1 - vf )
�2

f
�x� y

]

( 12)

My� = - D [ (
�2
�0

�y 2 + v f
�2

w 1

� x
2 ) +

1

k
2 (
�2

�y 2 �
2 �0 + v f

�2

�x 2
� 2�0)

+ (
�2 �1

�y 2 + v f
�2 �1

�x 2 - ( 1- v f )
�2

f
� x�y ]

( 13)

Mxy�= - (1- vf ) D[(
�2�0
�x�y +

1
k

2
�2

�x�y �
2�0 +

�2�1
�x�y +

1
2

(
�2f
�y 2 -

�2f
�x 2)] ( 14)

确定沿表层厚度不均匀的应力时的弯矩及扭矩可表达为

M x� = - 2Df [ (
�2 �0

�x 2 + v f
�2 �0

�y 2 ) + (
1
k

2 -
D
C

) (
�2

� x
2 �

2
�0 + v f

�2

�y 2 �
2
�0)

-
D
C

1

k
2(
�2

� x
2 �

4 �0 + v f
�2

�y 2 �
4 �0) + (

�2
�1

� x
2 + v f

�2
�1

�y 2
)

-
D
C

(
�2

� x
2 �

2 �1 + v f
�2

�y 2 �
2 �1) ]

( 15)

My� = - 2D f [ (
�2 �0

�y 2 + v f
�2 �0

� x
2 ) + (

1

k
2 -

D
C

) (
�2

�y 2 �
2 �0 + v f

�2

�x 2 �
2 �0)

-
D
C

1
k

2 (
�2

�y 2 �
4 �0 + v f

�2

�x 2 �
4 �0) + (

�2�1

� y
2 + v f

�2�1

�x 2
)

-
D
C

(
�2

�y 2 �
2 �1 + v f

�2

�x 2 �
2 �1) ]

( 16)

M xy� = - 2( 1 - v f ) Df
�2

� x�y [ ( 1 -
D
C
� 2

) ( �1 + �0 +
1

k
2 �

2 �0) ] � ( 17)

夹层板中总弯矩、总扭矩为
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M x = Mx�+ Mx� = - D0(
�2

� x
2 + v f

�2

�y 2 ) ( �0 + �1

-
1

k
2 �

2 �1 -
1

k
4 �

4�0) - D ( 1 - v f )
�2

f
� x� y

( 18)

M v = M v�+ M v� = - D 0(
�2

�y 2 + v f
�2

�x 2) ( �0 + �1

-
1
k

2 �
2 �1 -

1
k

4 �
4 �0) + D ( 1 - vf )

�2
f

�x� y

( 19)

M xy = Mxy�= Mxy� = - ( 1 - v f ) D 0
�2�0

� x�y + ( 1- v f )
D0

k
4
�2

�x �y �
4 �0

- ( 1- v f )
D
C

(
�2

f

�y 2 -
�2

f

�x 2) - ( 1- v f ) D0
�2 �1

� x�y + ( 1 - v f )
D 0

k
2 �

2
�1

( 20)

夹层板中的总横向剪力为

Q x = - C {
� W
� x

-
�
�x [ ( 1 +

1

k
2 �

2
) �0 + �1] -

�f
�y } - 2Df

�
� x
� 2

W ( 21)

Q y = - C{
� W
�y -

�
�y [ ( 1 +

1
k

2 �
2
) �0 + �1] -

�f
� x

} - 2D f
�
� y
� 2

W ( 22)

三、Hoff理论解析解的一般格式

� � 综前所述可知, Hoff理论的弯曲问题归结为求解 ( 5)、 ( 7)、 ( 8) 三个微分方程,

由于每个方程中只含一个未知函数, 可以分别单独求解。

1. D0 � 4 �0= q 微分方程的解

� � 该方程为常系数四阶偏微分方程, 其通解可表示为

�0 = �01 + �02 + �03 + �00 ( 23)

其中 �01、 �02、 �03为该方程的齐次解, �00为该方程的特解。取

�01 = �
�

m= 1

Ym( y ) sin�0 x ( 23a)

代入方程不难得到

Ym( y ) = A mch�0y + Bm�0y ch�0y + Cmsh�0y + Dm�0 y sh�0y ( 23b)

从而有

�01 = �
�

m= 1
( A mch�0y + Bm�0 ych�0 y + Cmsh�0y + Dm�0 y sh�0y ) sin�0 x ( 23c)

同理有

�02 = �
�

n= 2

( A nch�0 x + B m�0 x ch�0 x + C msh�0x + Dm�0x sh�0 x ) sin�0y ( 23d)
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再取

�03 = k 0 + k1 x + k 2y + k 5xy ( 23e)

特解 �00取作

�00 = �
�

m= 1
�
�

n = 1

A mn sin�0 x sin�0y ( 23f )

� � 从而得到

�0 = �
�

m= 1
( Am ch�0 y + B m�0ych�0y + Cm sh�0y + Dm�0y sh�0 y ) sin�0 x

+ �
�

m= 1

( A n ch�0x + Bn�0 x ch�0x + Cnsh�0 x + Dn�0x sh�0x ) sin�0x

+ k 0 + k1 x + k 2y + k 5 xy + �
�

m= 1
�
�

n= 1
A m nsin�0 x sin�0y

( 24)

式中 �0=
m�
a

, �0=
n�
b

, a、 b 为矩形板边长, m、n 为正整数, A mn为与横向荷载有

关的待定常数, k0、 k1、 k2、 k5 是与板的四个角点挠度有关的系数, 把它称之为角点

挠度系数。

2. � 2 �1 - k
2 �1 =

q

k
2
D 0
微分方程的解

� � 把该方程的解同样取作一个齐次解和一个特解之和

�1 = �11 + �10 ( 25)

设齐次解

�11 = �
�

m= 1
am( y ) sin�0 x + �

�

n = 1
bn ( y ) sin�0y ( 25a)

经分析不难得出

�11 = �
�

m= 1
( Mm chsy + Smsh sy ) sin�0x + �

�

n = 1
( Nn ch rx + T nshr x ) sin�0y ( 25b)

式中

S = � �20 + k
2
, �= � �20 + k

2

� � 特解需根据 q 的具体表达式给出。这里假设 q ( x , y ) = q , 则其特解不难看出

�10 = A 1 =
q 0

k
4
D0

( 25c)

则通解为

�1 = �
�

m= 1

( M nchsy + S mshsy ) sin�0 x + �
�

n= 1

( N n chr x + T n shrx ) sin�0y +
q 0

k
4
D0

( 26)

3. � 2
f -

2 C
D( 1 - v f )

f = 0微分方程的解
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� � ( 5) 式改写为以上形式后, 再令 A =
2C

D ( 1- v f )
使齐次方程化为

� 2
f - Af = 0 ( 27a)

设通解为

f = �
�

m= 1
F 1( y ) cos�0 x + �

�

n= 1
F 2( y ) cos�0y ( 27b)

代入方程不难得到

f = �
�

m= 1
( Qmchpy + R msh py ) cos�0x + �

�

n = 1
( Un chtx + V nsh tx ) cos�0y ( 27)

式中

p = � �20 + A ,  t = ? B
2
0 + A

四、解析解中待定系数的确定

  由含有 X0、 X1 和 f 的三个微分方程 ( 7)、 ( 8) 和 ( 5) 可知, 这三个函数的微分

方程是互不耦合的。但是, 必须强调指出, 对于具体问题, 在边界条件的表达式中, 它

们确是耦合的。因此, 在利用边界条件确定系数时, 必须联立求解。

  关于上述三个方程的解析解的表达式中, 共有待定系数 20个, 可由矩形板四个边

的十六个边界条件和四个角点的挠度来确定
[ 5]
。

1. A m、B m、C m、Dm、A n、Bn、Cn、Dn 和 Mm、S m、N m、T n 的确定

  为了简化计算, 把矩形板四个板边 x = 0, y ; x = a, y ; x , y= 0; x , y = b 的

挠度和法向弯矩分别表示为带补充项和不带补充项的正弦级数如下

W ( 0, y ) = E

]

n= 1
I nsinB0y + Wob

y
b

+ W 00( 1-
y
b

) ( 28)

W xc ( 0, y ) = E

]

n= 1
Enc sin B0y ( 29)

W xd ( 0, y ) = E

]

n= 1
End sin B0y ( 30)

W ( a, y ) = E

]

n= 1
J nsin B0y + Wab

y
b

+ Wa0( 1 -
y
b

) ( 31)

Wxc ( a, y ) = E

]

n= 1

Fnc sinB0 y ( 32)

Wxd ( a, y ) = E

]

n= 1

Fnd sinB0 y ( 33)

W ( x , 0) = E

]

m= 1
K m sin A0 x + Wa0

x
a

+ W 00( 1 -
x
a

) ( 34)
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Myc ( x , 0) = E

]

m= 1

Gmc sinA0 x ( 35)

Myd ( x , 0) = E

]

m= 1

Gmd sinA0 x ( 36)

M ( x , b ) = E

]

m= 1
L msinA0 x + Wab

x
b

+ W 0b( 1-
x
a

) ( 37)

Myc ( x , b ) = E

]

m= 1
H mc sin A0 x ( 38)

Myd ( x , b ) = E

]

m= 1
H md sin A0 x ( 39)

其中 W 00、W 0b、 Wa0、Wab是矩形夹层板四个角点的挠度。

  然后, 把板边坐标 ( 0, y )、 ( a, y )、 ( x , 0)、 ( x , b) 代入 W、M xc、Mxd、

Myc、M yd的表达式 ( 11)、( 12)、( 15)、( 13)、( 16) 中可以得到由 及 f 表示的与上述

表达式对应的四组方程

W ( 0, y ) = ( 1 -
D
C

ý
2
) ( X0 + X0 +

1

k
2 ý

2
X 0) (0, y ) ( 40)

Wxc (0, y ) = - D{ (
5

2

5 x
2 + v f

5
2

5 y
2)[ (1+

1

k
2 ý

2
) X0 + X1] + (1- vf )

5
2
f

5x5y
}(0, y) ( 41)

Wxd ( 0, y ) = - 2D f { (
5

2

5 x
2 + v f

5
2

5 y
2 ) [ X0 + (

1

k
2 -

D
C

) ý
2

X 0

-
D

Ck
2 ý

4
X 0 + ( 1 -

D
C

ý
2
) X1] } (0, y )

( 42)

  另外三组方程 ( 43)、( 44)、( 45)、( 46)、( 47)、( 48)、( 49)、( 50)、( 51) 表达式

完全与 ( 40)、( 41)、( 42) 类同, 只不过 X0、X1、f 三个函数的变量 ( x , y ) 不再取

( 0, y ) , 而依次分别取作 ( a, y )、( x , 0) 和 ( x , b)。故不再重复写出。

  显然式 ( 28) = ( 40) ; ( 29) = ( 41) ; ( 30) = ( 42) ; ( 31) = ( 43) ; , , ;

( 39) = ( 51) , 共 12个方程。应用这 12个方程可以把 A m、Bm、C m、Dm , A n、Bn、

C n、Dn , M m、Sm、N n、T n 这 12个系数转化为边界挠度系数 I n、J n, K m、L m 和边

界弯矩系数 Enc、Fnc、G mc、H mc、E nd、F nd、Gmd、H md及边界转角系数 Qm、Rm、

Un、V n 的确定问题。从而使计算大大简化。

  为确定上述的边界挠度系数、弯矩系数及转角系数等 16个系数, 可应用四条板边

上共 16个边界条件, 常用的边界条件有

  简支边: W、Mnc、M nd、Us= 0 (或等于已知值)

  固支边: W、
5M
5 n
、Un、Us = 0 (或等于已知值)

  自由边: �Q = Qn+
5 M sd

5 s
、Mnc、M nd、M sc (或为已知值)

式中 n 为边界外法线方向, s 为边界切线方向。因在边界上 n 与 x 或y 重合, 而 s 则与
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y 或 x 重合, 所以, 其方向余弦只可能取 1或 0两个数值, 计算十分方便。

  同时, 在通常边界下的矩形板, 四个边上的挠度和法向弯矩至少有四个是已知的或

等于零, 从而使确定系数工作进一步简化。

2. 角点挠度系数 k0、 k1、 k2、k 5 的确定

  k 0、k 1、k 2、k 5 是四个角点挠度的线性组合。设四个角点的挠度为 W00、 Wa0、

W 0b、 Wab , 则

k0 = W 00 ( 52)

k1 =
1
a

( Wa0 - W 00) ( 53)

k2 =
1
b

( W 0b - W 00) ( 54)

k5 =
1
ab

( Wab + W 00 - W a0 - W 0b) ( 55)

  在通常边界条件下, 矩形板最多有两个自由角点, 所以, 在 W 00、 Wa0、 W0 b、

W ab四个角点挠度中不为零的不超过两个, 这样角点挠度系数 k0、 k 1、 k 2、k 5 中, 也

最多只有两个不等于零。对无自由角点的矩形夹层板, 则四个系数全部为零。

五、解 答  实  例

  图 2所示四边固定支承的夹层板边

图 2

长分别为 a、 b , 其上作用均布横向荷

载 q0, 求该问题的解答。

  由前边的分析可知, 求解此类问题

的解答归结为确定一系列待定系数, 从

而得到 X0、 X1 及 f 三个函数, 进一步

可由这三个函数求出挠度 W 及内力等

结果。所以在该算例中, 为节约篇幅,

只给出系数的确定分析过程, 其它计算

分析略去。

1. 确定 k0、 k1、 k2、 k5

  由给定的支承条件有 W 00= W0 = 0, Wa0 = W C= 0, W 0b= WA = 0, Wab = WB =

0, 所以由式 ( 52)、( 53)、( 54)、( 55) 可得到

k 0 = k1 = k 2 = k 5 = 0 ( A)

2. 确定 In、Jn、Km、Lm、Enc、Fnc、End、Fnd、Gmc、Gmd、Hmc、Hmd、Qm、Rm、Un、Vn

  首先, 由四个固支边的挠度均为零即

W ( 0, y ) = W ( a , y ) = W ( x , 0) = W ( x , b) = 0
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代入式 ( 28)、( 31)、( 34)、( 37) 中, 得到

I n = J n = K m = L m = 0 ( B)

  其次, 由四个固支边切向转角为零的条件 ( Ux ) y= 0 = ( Ux ) y= b = ( Uy ) x = 0 =

( Uy ) x= a = 0代入公式 ( 9)、( 10) 中求得

V n = -
B0

tc
Enc ( C)

Un =
B0chta

tcsh ta
Enc -

B0

tcshta
Fnc ( D)

Rm =
A0

cp
G mc ( E)

Qm = -
A0ch pb

cp shpb
Gmc +

A0

cp shpb
H mc ( F )

把以上四式代入公式 ( 27) 中, 得到函数 f

f = E

]

m= 1

[ (-
A0chpb

cp shpb
G mc +

A0

p csh pa
H mc ) chpy +

A0

cp
G mc shpy ] cosA0 x

+ E

]

n = 1

[ (
B0 chta

tcshta
Enc -

B0

tcsh ta
Fnc ) ch tx -

B0

tc
Enc shtx ] cosB0y

( 56)

  再由公式 ( 24)、( 26) 及前述把待定系数 A m、Bm , , N n、T n 转化为矩形板的边

界挠度系数、转角系数和弯矩系数的方法可以得到 X0、X1的表达式

X0 = E

]

m= 1
{

1

2DA
2
0

D
C

( S
2
- A

2
0)

2
[ 1+ ( 1 - vf )

D
C

A
2
0] sh

2
A0 b

[ A0( S
2
- A

2
0)

[ 1 -
D
C

( S
2

- A
2
0) ] [ ash A0 y - y shA0 bch A0( y - b ) ] - 2 A2

0[ 1 + (
1

k
2 -

D
C

)

D
C

( S
2
- A

2
0) -

1

k
2 ( S

2
- A

2
0) ] shA0 bsh A0( y - b ) ] G mc

+
1

4D f A
2
0

D
C

( S
2
- A

2
0) sh2

A 0 b
[ A0( S

2
- A

2
0) [ y sh A0 bchA0( y - b) - b shA0y ]

- 2 A
2
0[ 1 -

1

k
2 ( S

2
- A

2
) ] shA0 bsh A0( y - b) ] G md

+
[ 1 -

D
C

( S
2
- A

2
0) ] A0

2DA
2
0

D
C

( S
2
- A

2
0) [ 1+ ( 1 - v f )

D
C

A
2
0] sh2

A0 b
[ ( S

2
- A

2
0) ( ych A0 y shA0 b

- bch A0 bsh A0 y ) + 2 A0[ 1 + (
D
C

-
1
k

2 ) ( S
2
- A

2
0) ] sh A0 bsh A0 y ] H mc
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+
A0

4Df B
2
0

D
C

( r
2
- B

2
0)

2sh2
B0 a

[- ( S
2
- A

2
0) [ ychA0y sh A0 b - bchA0 bsh A0y ]

- 2A0[ 1-
1

k
2( S

2
- A

2
0) ] sh A0 b shA0y ] H md

+
pA0( 1- v f ) [ 1 -

D
C

( S
2
- A

2
0) ]

2 A2
0

D
C

( S
2
- A

2
0) [ 1 + ( 1- v f )

D
C

A
2
0] sh2

A 0 b
[- A0y ( S

2
- A

2
0) shpbch A0y sh A0 b

- 2A2
0[ 1+ (

D
C

-
1

k
2) ( S

2
- A

2
0) ] sh pbsh A0 bsh A0 y + A0 b( S

2
- A

2
0) shpbchA0 bsh A0y ] Qm

+
p ( 1- v f )

2
D
C

( S
2
- A

2
0)

2
[ 1 + ( 1 - v f )

D
C

A
2
0] sh2

A0 b
[ 2 A

0
[ 1 +

1

k
2 ( S

2
- A

2
0)

+
D
C

( S
2

- A
2
0)

2
(

1

k
2 -

D
C

) ] sh A0 b [ sh A0( y - b ) - shA0ychpb]

+ ( S
2
- A

2
0) [ 1-

D
C

( S
2
- A

2
0) ] [ ch A0( y - b ) - ch A0 ychpb ) y shA0 b

- ( 1 - chA0 bch pb) b shA0y ] ] Rm } sinA0x

+ E

]

n= 1
{

1

2DB
2
0

D
C

( r
2

- B
2
0) [ 1 + ( 1- v f )

D
C

B
2
0] sh B0 a

[ B0( r
2

- B
2
0) [ 1 -

D
C

( r
2

- B
2
0) ]

@[ ash B0x - x shB0achB0( x - a) ] - 2B2
0[ 1+ (

1
k

2 -
D
C

)
D
C

( r
2
- B

2
0)

2

-
1

k
2( r

2
- B

2
0) ] sh B0 ashB0( x - a) ] Enc

+
1

4Df B
2
0

D
C

( r
2
- B

2
0)

2
sh

2
B0 a

[ B0( r
2
- B

2
0) [ x sh B0 ach B0( x - a) - ash B0x ]

+ 2B2
0[ 1 -

1

k
2( r

2
- B

2
0) ] sh B0 ashB0( x - a) ] End

+
[ 1-

D
C

( r
2
- B

2
0) ] B0

2DB
2
0

D
C

( r
2

- B
2
0)

2
[ 1 + ( 1- v f )

D
C

B
2
0] sh2

B0 a
@[ ( r

2
- B

2
0) ( xchB0 x sh B0x

- achB0 ash B0 x ) + 2B0[ 1 + (
D
C

-
1
k

2 ) ( r
2
- B

2
0) ] sh B0 ashB0x ] Fnc

+
B0

4Df B
2
0

D
C

( r
2
- B

2
0)

2
sh

2
B0 a

[- ( r
2

- B
2
0) [ x ch B0x sh B0 a - ach B0 ashB0 x ]
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- 2B0[ 1+
1

k
2( r

2
- B

2
) ] sh B0 ashB0x ] Fnd

+
tB0( 1- v f ) [ 1 -

D
C

( r
2

- B
2
0) ]

2B
2
0

D
C

( r
2

- B
2
0)

2
[ 1 + ( 1- v f )

D
C

B
2
0] sh

2
B0 a

[- B0 x ( r
2

- B
2
0) shtach B0x sh B0 a

- 2B2
0[ 1+ (

D
C

-
1

k
2) ( r

2
- B

2
0) ] shtash B0 ash B0 x + B0a ( r

2
- B

2
0) sh tachB0 ash B0 x ] Un

+
t( 1 - v f )

2
D
C

( r
2

- B
2
0)

2
[ 1 + ( 1- v f )

D
C

B0] sh2
B0 aa

[ 2B0[ 1 -
1
k

2 ( r
2

- B
2
0) +

D
C

( r
2
- B

2
0)

2
@

(
1

k
2 -

D
C

) ] sh B0 a[ shB0( x - a) - shB0x chta] + ( r
2
- B

2
0) [ 1-

D
C

( r
2
- B

2
0) ] [ ( chB0( x - a)

- ch B0 x ch ta) x shB0 a - ( 1- chB0 achta) ashB0x ] ] V n} sin B0y + E

]

m= 1
E

]

n= 1
A mnsin A0 x sin B0y

( 57)

X1 = E

]

m= 1

{
sh s( y - b )

D [ 1 + ( 1- v f )
D
C

A
2
0]

D
C

( S
2
- A

2
0)

2sh sb
Gmc -

shs( y - b )

2D f
D
C

( S
2
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2
0)

2shsb
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+
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D
C
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2
0]

D
C

( S
2
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2
0)

2shsb
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tA0( 1- vf ) [shs( y - b) - shsychpb]
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D
C
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2
0] [

D
C

( S
2
- A

2
0)

2shsb]
R m

-
shsy

D [ 1 + ( 1- v f )
D
C

A
2
0]

D
C

( S
2
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2
0)

2
shsb

H mc +
sh sy

2Df
D
C

( S
2
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2
0)

2
shsb

H md } sinA0 x

+ E

]

n = 1
{
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2
0]

D
C
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2
- B

2
0)

2
sh ra

E nc -
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2D f
D
C
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2
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2
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2
shr a
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+
tB0( 1 - v f ) sh tash rx

[ 1 + ( 1- v f )
D
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2
0]

D
C
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2
- B

2
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2
sh ra

Un -
tB0( 1- v f ) [ sh r ( x - a) - sh rx chta]

[ 1+ ( 1 - v f )
D
C

B
2
0] [

D
C

( r
2

- B
2
0)

2
sh ra]

V n

-
sh rx

D [ 1 + ( 1- v f )
D
C

B
2
0]

D
C

( r
2

- B
2
0)

2sh ra
Fnc +

shrx

2Df
D
C

( r
2
- B

2
0) \ + 2shr a

Fnc } sin B0y

+
q 0

k
4
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( 58)

因 q0 为均匀分布的,这时只取 m、n = 1, 3, 5, , 。

  把( C)、( D )、( E )、( F )四式代到( 57)和( 58)中, 就只剩下 E nc、E nd、Fnc、F nd和
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Gmc、Gmd、H mc、H md共八个待定系数。

  然后, 由对称性可知, Enc = Fnc ; E nd = Fnd ; G mc = H mc ; Gmd = H md。从而就只有

四个待定系数。

  最后,应用四个固支边上法向转角均为零的条件:

  OA 边: ( Ux ) x = 0 = {
5

5 x
( X0 + X1 +

1
k

2 ý
2

X 0) +
5f
5y

} x = 0 = 0 ( a)

  BC 边: ( Ux ) x= a = {
5

5x
( X0 + X1 +

1

k
2 ý

2
X 0) +

5f
5y

} x = a = 0 ( b)

  OC 边: ( Uv ) v = 0 = {
5

5y
( X0 + X1 +

1

k
2 ý

2
X0) -

5f
5 x

} y= 0 = 0 ( c)

  AB 边: ( Uv ) v = b = {
5

5 y
( X0 + X1 +

1

k
2 ý

2
X 0) -

5f
5x

} y= b = 0 ( d)

把( 56)、( 57)、( 58)表示的 X0、X1、f 代入以上四个方程中,联立求解便得到了 E nc = F nc、

E nd = Fnd、G mc = H mc、Gmd = H md系数,从而,可求得 Q m、R m、Un、V n ,这样三个函数 X0、

X1、f 就完全确定了。由于所得系数表达式沉长而略去不写,但由( a)、( b)、( c)、( d)联立

求解已十分明显无疑了。

图 3

  为了描述四边固支

夹层板在均布横向载荷

作用下挠度随坐标的变

化,我们取 a = b, t 1: h =

0. 05, D/ ca2 = 0. 03, v f =

0. 3, 且仅取 m , n = 1, 3

前两项计算。选取 x /
a
2

作为横坐标, W 以( q0 a
4
/

D 0) @ 10- 3为单位, 绘出

三条曲线如图 3所示。从

中可以看出,最大挠度 W (
a
2 #

b
2 ) = 4. 32。这个数值较文献[ 4]中相同条件下按着 Reiss-

ner理论得到的 W max= 0. 00357
qa

4

D
要大; 而较按 0 pycakob ) 杜庆华理论计算的对边简

支,另对边固支,其它条件相同下的 W max= 0. 00576 qa
4

D 0
要小许多。
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ANALYTICAL SOLUTION OF BENDING PROBLEM FOR

HOFF SANDWICH PLATES

Li Yaojun      Cheng Yinshui
( Beijing Inst itute of Civil Engineering)

  Abstract  On the basis of Hoff. s theory of sandw ich plates and the simplification of

that theory by H aichang Hu and Chuntu Liu, a general form of analyt ic solut ion to bending

problem for rectangular sandw ich plates is presented in this paper. Using this general form of

solut ion, the bending problem for sandw ich rectangular plates w ith various ordinary bound-

ary conditions can be solved effect ively. Thereby a format for solving bending problem ana-

lyt ically can be obtained.

  Key words sandw ich plates, Hoff. s theory, simplified theory , general form of analyt-i

cal solut ion, bending problem
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