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　　提　要　本文提出一种近似重要性抽样方法来计算结构可靠度。该方法将结构可靠度计

算中的重要性抽样方法与结构优化中的近似重分析技术相结合, 并引入误差带的技巧,显著减

少了蒙特卡罗方法的计算量。运用该方法于结构正常使用极限状态可靠度分析的实例, 表明了

该方法用于复杂结构可靠度计算的有效性。
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一、引　　言

　　建立在一次二阶矩( FOSM )理论基础上的结构可靠度,在功能函数非线性程度很高等

许多情况下,得到的结果误差较大。由于FOSM 理论本身缺乏相应的近似误差估计公式,为

了得到较精确的可靠度,目前只有应用蒙特卡罗方法[ 3, 10]。结构可靠度理论中,蒙特卡罗方

法还常用来检验其它近似方法的精确性。但工程结构的失效概率一般很小,直接应用蒙特卡

罗方法进行结构可靠度计算所需要的计算量往往太大, 导致蒙特卡罗方法在工程结构可靠

度中的应用受到限制[ 1, 3, 10]。

　　为了克服蒙特卡罗方法计算量太大的缺点, Shinozuka, M
[ 1]
首先建议在结构可靠度分

析中应用重要性抽样方法, 在该领域引起了极大兴趣。经过众多学者的研究 , 相继产生
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了直接法、修正法、自适应方法、球面法等[ 2]重要性抽样方法。这些方法与直接蒙特卡罗方法

相比较,大大提高了抽样效率,减少了计算量。

　　但是, 在结构可靠度分析, 尤其是结构体系的可靠度分析中, 功能函数的计算往往需要

进行结构整体的有限元分析。在这种情况下,即使重要性抽样方法,所需要的抽样数可能仍

然太多,计算量太大。因此,重要性抽样算法目前还仅仅局限在功能函数为基本随机变量的

显式函数或结构构件的可靠度分析中 [ 2～7]。

　　本文将结构优化领域的近似重分析技术和重要性抽样法相结合,提出近似重要性抽样

方法来进一步减少重要性抽样方法的计算量。计算中利用“误差带”技巧解决了近似分析中

的误差控制问题。文中给出了将该方法应用于结构正常使用状态下可靠度计算的实现方法,

并在实例中对直接蒙特卡罗方法、重要性抽样方法和近似重要性抽样方法三者加以比较,表

明了本文方法在保持计算精确度的同时使计算效率得到很大提高。

二、重要性抽样方法

　　在可靠度分析中, 结构的失效概率一般可以表示为:

P f = P [ Z = g ( X 1 , X 2 ,⋯, X n) � 0] =∫D
f

f X ( x 1 , x 2, ⋯, x n ) dx 1 , dx 2⋯dx n ( 1)

式中, X 1, X 2,⋯, X N表示基本随机变量, x 1, x 2, ⋯, x n为其实现, X 是基本随机变量的向量表

示,其对应的实现为x。f X (·) 表示基本随机变量的联合概率密度分布函数, g(·) � 0和 g

(·) < 0分别表示结构处于安全区域和失效区域。D f 表示由极限状态方程 Z= g( X 1, X 2 ,

⋯, X n) � 0 所定义的失效区域。

　　引入指示函数 I [ g( x 1 , x 2, ⋯, x n ) ] ,

I [ g( x 1 , x 2 ,⋯, x n) ] =
0　g( �) � 0

1　g( �) < 0
( 2)

　　利用指示函数,式( 1)可以表示为:

P f =∫� I [ g(�) ] f X ( x 1 , x 2 ,⋯, x n) dx 1, dx 2⋯dx n ( 3)

其中 � 表示整个基本变量空间。
　　由概率论,若 X 为连续随机变量, f ( x )为其概率密度函数, g ( x )为连续实函数, 则 Y=

g( X )也是随机变量。且随机变量 Y 的数学期望为:

E ( Y ) =∫�g ( x ) f ( x ) dx ( 4)

　　引入函数 h v(·) ,称之为重要性抽样函数。hV(·)满足规一化条件:

∫�hV( v 1, v 2 ,⋯, v n) dv 1dv n⋯dv n = 1 ( 5)

式( 3)可以等价表示为:

P f =∫�I [ g( �) ] f X (�) dx 1dx 2⋯dx n =∫� I [ g(�) ]
f X ( �)
hV (�) hV( �) dx 1dx 2⋯dx n ( 6)
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令 Y= I [ g(·) ]
f X (·)
hV (·)

。则 P6 可看作随机变量 Y 的数学期望, Y 依赖于概率密度函数为

hV (·)的基本随机变量 X。P f的无偏估计为:

P f = E {Y } = J 1 = E I [ g( �) ] f
X ( �)
h v(�) ≈

1
N �

N

i= 1
i [ G(�) ]

f X (�)
hv (�) = J 2 ( 7)

通过适当地选择重要性函数 hV(·) , 可以减少 J 2的方差 [ 3]。

　　结构可靠度中, 不同的重要性抽样方法, 其差别主要表现在选择不同的重要性函数

hV (·)。根据文
[ 2]
的测试,这些方法中除球面法外,其余三种方法—直接法、修正法和自适应

方法的性能大致相近。本文的计算中重要性抽样采用直接法。

　　直接法中, 重要性函数 hV (·)可以直接取相互独立的正态分布函数, 其变异系数一般

根据原随机变量的分布,取对应的原随机变量变异系数的1～2倍。均值一般取 f X (·)的最

大可能点, 即所谓PM L( Po ints o f M aximum Likelihood of f X (·) )。其值可以用求解以下数

学规划问题得到:

max f X (�)

s. t . Z = g( x 1 , x 2 ,⋯, x n) = 0
( P1)

在功能函数 Z= g( X 1, X 2 ,⋯, X n )为线性函数,随机变量 X 1, X 2, ⋯, X n为正态分布的情况

下, PM L 与 H—L 可靠指标中的“设计验算点”一致
[ 1]
。

　　由于直接法不需要进行从原空间( X 空间)到标准正态空间( U空间)的转换;也不需要

在随机抽样过程中对相关变量进行变换处理
[ 3, 4, 5]

。因此,直接法的计算较为简单。

三、近似重要性抽样方法

　　下面结合框架结构在正常使用极限状态下最大变形控制的可靠度计算来介绍近似重要

性抽样方法。约定基本变量为单元截面几何尺寸和荷载作用,结构的极限状态为:

Z = g( X 1, X 2,⋯, X n ) = u( X 1, X 2,⋯, X n ) - u
- < 0 ( 8)

式( 8)中 u
- 为最大允许变形值, 采用有限元方法计算。

　　根据式( 7)计算失效概率时,每抽出一个样本点,就需要计算一次指示函数 I [ g (·) ]来

判断样本点是否位于失效区域。在失效面由式( 8)确定的情况下, 这意味着每一次抽样就需

要进行一次结构整体有限元分析,其计算量很大。因此,需要建立有效的功能函数(式( 8) )近

似计算方法来减少结构重分析次数。

　　将式( 8)对基本变量进行 Taylo r 展开:

Z ≈ gL ( x ) = g( x 0) + �
n

i= 1
( x i - x oi)

�u
�x i
� x i= x

oi ( 9)
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式中
�u
�x i
为位移对基本变量的灵敏度。式( 9)给出了近似计算函数 g (·)的方法,但是从结构

优化理论知道, 位移 g (·)和单元截面几何尺寸间的非线性程度较高,即使在 x 很接近 x 0

的情况下,使用式( 9)仍会产生较大的误差。

　　借助于结构优化的近似分析方法,引入中间变量 Y ,定义:

yi = y i ( x i)　( i ,⋯, n) ( 10)

y i为基本随机变量 x i 的函数, yi 称为中间变量。

　　将功能函数对中间变量 Y 进行T aylo r 线性展开
[ 8, 9] ,有:

Z ≈ g I ( x ) = g( x 0) + �
n

i= 1

( y i( x i ) - y i ( x 0i) (
�u/ �x i

dy i / dx i
)

x
i
= x

oi

( 11)

　　设 K 表示结构总刚度矩阵, U表示位移向量, P 为外荷载向量。结构的平衡方程为:

K U = P ( 12)

由上式,位移对基本变量的灵敏度为:

�U
�x i

= K
- 1

(
�P
�x i

-
�K
�x i

U ) ( 13)

当 x i 为截面几何尺寸时,式( 13)简化为:

�U
�x i

= - K
- 1 �K
�x i

U ( 14)

当 x i 为荷载作用时,式( 13)简化为:

�U
�x i

= K
- 1 �P
�x i

( 15)

　　利用式( 11)计算功能函数的近似值时,计算精度取决于中间变量Y 的选取。由式( 12) ,

在 K 不变的情况下,位移与荷载作用之间呈线性关系。因此,若基本随机变量 x i, i= k ,⋯, n

。代表荷载作用。可定义中间变量 Y 为:

y i = x i ( 16)

　　对于截面几何尺寸的中间变量, 根据结构优化的研究 [ 8, 9] , 在以弯曲变形为主、轴向变形

可以忽略的情况下,框架结构以截面惯性矩的倒数作为中间变量可以得到位移的高精度近

似。因此,若基本随机变量 x i, i= 1,⋯, k- 1。代表截面几何尺寸。可定义相应的中间变量为:

y i =
1

I i( x i)
( 17)

　　上述方法,即在重要性抽样时,适当利用式( 10)、( 11)、( 14)和( 15)来近似计算功能函数

的可靠度计算方法称为近似重要性抽样方法。在框架结构以弯曲变形为主时, 具体应用式

( 16)和式( 17)来代替式( 10)。

　　至此,近似重要性抽样方法的算法可以归纳为:

　　( a)求解优化问题( P 1)得 PML。确定重要性抽样函数 hV (·)的均值及变异系数。
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　　( b)根据问题特点,选取一些代表点进行完整结构分析和灵敏度计算,记这些点的集合

为 E .。

　　( c)应用重要性函数 hV (·)产生一个样本点。

　　( d)根据下面将介绍的标准从集合 E 中选择一个代表点,利用该代表点的位移及其灵

敏度,按式( 11)计算该样本点的位移近似值。

　　( e)将近似分析的结果代入式( 7)中,计算结构的失效概率。

　　( f )重复( d)、( e) , 直到满足结束条件。

　　结构可靠度中起抗力作用的因素, 如几何尺寸等, 其离散程度较小, 因此重要性抽样函

数中,对应于抗力的随机变量,其方差较小。注意到在正态分布中:

P {�X - 3�X � X � �X + 3�X } = 99. 7%

因此, 抽样所得样本点的几何尺寸的变化范围很小。根据计算经验,步骤( b)中进行精确结

构分析的代表点选取为:

x i = �x i ± i ��xi ,　i = 0, 1, 2, 3

　　或 x i = �x
i
± i
�x i
2

,　i = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,即可。

　　对应于荷载作用的基本变量虽然离散程度较大,但由于荷载与位移之间呈线性关系,因

此代表点可以同样采用上述方法选取。步骤( d)中代表点的选取标准是,首先选取与样本点

分量之差同为正或负的代表点。然后,选择其中与样本点距离最小的。

图　1

　　步骤( f )中的结束条件,可以取抽样达到预先

指定的次数或失效概率的方差满足指定的精度为

止。文中实例的结束条件采用前一种方法。

　　在上列方法中,由于引入近似方法来计算功能

函数,不可避免地会产生误差。结构优化中,约束函

数高精度的近似所产生的误差对优化结果影响很

小。而在重要性抽样中,由于具体问题的特殊性,较

小的近似误差也可能会对最终结果产生较大的影响。例如图 1中,若 A 点为某次抽样所得

样本点的精确位置,位于失效面附近的失效区域内, B 点为对该样本进行近似计算所得的位

置,位于失效面附近的安全区域内。即使 A、B两点之间的误差(距离)很小,但只要 A、B仍

然保持在失效面两侧, 这一误差就很可能对失效概率产生较大的影响。因为此次抽样的样本

实际上位于失效区域内,在重要性抽样方法中, 该样本根据式( 8)将对失效概率有一定的贡

献。而近似分析由于得出样本位于安全区域内,因此不再对失效概率有贡献。

　　为了避免图1中情况所产生的误差,引进误差带的概念。所谓误差带,是指变量空间中,

由超曲面(平面) Z= g(·) = u- ( u-- △) = 0 和 Z= g(·) = U- ( u-+ △) = 0所夹的区域。

其中�称为误差带宽度。将上列算法中的步骤( d ) 修改为: 当近似分析的结果位于误
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差带时,此次近似分析的结果被认为不可靠,需要进行完整的结构重分析;当近似分析的结

果位于误差带之外时, 接受此次近似分析的结果。这样,选择适当的误差带宽度 � 就可以在

一定程度上控制近似分析的误差。当 � 很大时,近似重要性抽样方法就退化为重要性抽样

方法。

四、算　　例

　　例中单元截面几何尺寸取为截面积。截面惯性矩与截面积之间的关系取 I= �·A
�。优

化问题( P1)经过对目标函数变换后, 应用 Schitkovski的序列二次规划程序 N LPQLD求

解。

　　例　图 2 所示为三跨十二层平面框架结构。最大允许变形为 umax= 9. 6cm, E= 2. 0

E7kN/ m,随机变量的有关参数见表 1。

表　1

随机变量 分布类型 均值及变异系数 � �

截面积 A1(边柱 1～6层,中柱 7～12 层) 对数正态 ( 0. 25, 0. 1) m
2 8. 333E-2 2. 0

截面积 A2(边柱 7～12 层) 对数正态 ( 0. 16, 0. 1) m
2 8. 333E-2 2. 0

截面积 A3(中柱 1～6层) 对数正态 ( 0. 36, 0. 1) m
2 8. 333E-2 2. 0

截面积 A4(中柱与边柱之间的梁, 1～12层) 对数正态 ( 0. 20, 0. 1) m 2 2. 667E-2 2. 0

截面积 A5(中柱之间的梁, 1～12层) 对数正态 ( 0. 15, 0. 1) m 2 2. 0E-2 2. 0

荷载作用 P 极值Ⅰ型 ( 30. 0, 0. 25) kN

　 　 直 接 蒙 特 卡 罗 方 法 抽 样 次 数

N = 5000, P f = 3. 644E- 2, 可 靠 指 标

�≈1. 80。

　重要性抽样方法抽样次数N = 500,

P f = 4. 144E- 2 , 可 靠 指 标; �≈1. 74

N = 1000, P f = 3. 935E- 2 , �≈1. 76。

　　近似重要性抽样方法取不同误差带宽

度 � 和样本数的计算结果见表 2。

图 2 (图中所示尺寸单位:米)
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表　2

情况数 误差带宽 � 相对宽度 分析次数 失效样本数 样本总数 失效概率 可靠指标

1 1. 0 10. 4% 254 516 1000 4. 010E-2 1. 75

2 0. 8 8. 3% 202 517 1000 4. 010E-2 1. 75

3 0. 5 5. 2% 119 526 1000 4. 898E-2 1. 66

4 0 0% 0 610 1000 5. 112E-2 1. 64

5 1. 0 10. 4% 118 269 500 5. 427E-2 1. 61

6 0. 8 8. 3% 99 269 500 5. 427E-2 1. 61

7 0 0% 0 301 500 6. 509E-2 1. 51

　　数值计算结果表明, 取误差带宽度 � 为最大允许位移的 10%左右时,近似重要性抽样

方法的计算量只有重要性抽样法的 1/ 4,而精度大致相等。

五、结　　论

　　通过将重要性抽样方法和近似重分析技术相结合, 本文提出的近似重要性抽样方法使

结构重分析量显著减少。结构正常使用极限状态可靠度分析的算例表明,近似重要性抽样方

法不仅提高了计算效率,而且具有工程所需要的足够计算精度,可以应用于实际工程结构可

靠度分析中。
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APPROXIMATE IMPORTANCE SAMPLING TECHNIQUE AND

ITS APPLICATIONS IN STRUCTURAL RELIABILITY

Cheng Gengdong　　　　　Cai Wenxue

( Dalian University of Tech nology)　 (S outh China U nivers ity of Technology)

　　Abstract　In this paper , the approx imate impor tance sampling technique is presented

fo r st ructur al reliability ev aluat ion. The technique combines importance sampling method

in st ructural reliability with appr oximate reanalysis techniques in st ructur al opt imizat ion,

and can gr eat ly decrease comput ing t ime of M onte Carlo method. Example o f f rame str uc-

ture is provided to show the method and its ef fect iv eness.

　　Key words　str uctural reliability , Monte Carlo , importance sampling , st ructural op-

tim ization, approx imate reanalysis
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