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随机结构动力分析的扩阶系统方法
’

李 杰
�郑州工学院�

提 要 本文发展了一类用于随机结构系统动力分析的扩阶系统方法
�

基于随机空间的

正交展开理论
,

文中推导给出了扩阶系统动力方程的一般公式
。

这组公式可以适用于同时具

有随机质量
、

随机阻尼
、

随机刚度参数的多 自由度动力系统
�

通过引人虚拟结构的概念
,

文

中建议了形成扩阶系统动力矩阵的有限元方法
�

通过对比算例分析
,

证实了扩阶系统方法的

可行性与可靠性
。

最后
,

讨论了一个很重要现象�随机系统均值反应与相应均值参数系统反应

之间的差异并指出了此差异的意义
。

关键词 随机结构
,

动力分析
,

扩阶系统

一
、

�� 青

近年以来
,

在结构分析乃至结构设计中应该考虑结构模型参数的不确定性影响的观点
,

正在逐步为研究工作者和工程师们所接受
�

在这一背景下
,

关于随机结构分析的研究已成

为结构分析领域里的热点问题之一川
�

在过去二十年里已发表的研究文献
,

大体可以归纳

为两类方法 � 随机模拟方法��,� �和随机摄动方法 ��� !
�

后者常常被等同地称作随机有限元方

法 �� 
�

一般说来
,

随机模拟方法需要花费较大的计算工作量才能给出可用的结果
�

而�� 年

代初以来逐步发展起来的随机摄动方法则存在两方面的局限性 �其一
,

这类方法本质上不适

用于参数离散性较大的结构分析问题 �其二
,

尽管对于静力问题
、

稳定问题及动力特征值问

题
,

随机摄动方法 已发展为基本可行的分析工具
,

但对于动力响应分析问题
,

却因摄动方法本

质上引人的动力永连项问题而使分析结果的精度随时间增长而迅速降低 �� 
�

随机摄动法的上述问题
,

促使人们通过其它途径寻求随机结构分析的方法
。

八十年代

末至九十年代初
,

一类基于正交多项式展开的思想开始被应用到随机结构分析领域中来��
�

‘��
。

已有的研究结果表明
,

这类方法正在展示其旺盛的生命力
。

�

本文收稿 日期
� �� � � 年 � 月
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基于随机空间的正交展开理论
,

本文发展了一类用于一般随机结构系统分析的扩阶系统

方法
�

文中
,

首先讨论了结构随机场的分解与随机场表示向独立随机变量集合表示的转
�

从而使连续系统与一般离散多自由度系统都统一到一类随机参数表达形式上来
�

然
,

本文导出了扩阶系统的动力方程的一般公式
,

并通过引人虚拟结构的概念
,

给出了形成扩

换后

阶系统动力矩阵的有限元方法
�

采用随机模拟方法进行算例检验
,

证实了文中建议方法的

可靠性
。

二
、

随机场向独立随机变量集合的转换

结构系统特性的随机性
,

主要表现为结构材料特性或结构几何尺寸的随机性
�

这种随机

性
,

在本质上根源于主观世界反映客观世界的过程之中
,

在背景上则根源于对于设计的工程

系统不能实现完全控制�非完全控制�
,

对于现有的工程系统不能实现完备观测�非完备观

测�
。

在数学上
,

结构材料特性或结构几何尺寸的随机性可以用随机场�对于连续体系�或独立

随机变量�对于经过模型化处理的离散体系�表示
�

现有研究表明
,

结构系统随机特性的随机

场表示经一定数学处理后 可以转换为独立随机变量集合的表达形式
�

例如
,

通过随机场的

离散化技术�可采用中点法
、

局部平均法或形函数法等�
,

可以将随机场表示转化为一般随

机变量集合表示
�

进而
,

利用相关矩阵的谱分解技术
,

可以将一般随机变量集合转化为独立

随机变量集合
。

我们称上迷转换过程为随机场向独立随机变量集合转换的
”

两步法
” �

与此

两步法相平行
,

也存在着其它途径的转换方式
�

例如
,

引用卡胡奈一李维�� �� �� � �� �� �  ��分

解技术
,

可 以直接将随机场转换为独立随机变量集合网
�

但这种直接转换法将给出关于随

机场相关核函数的积分方程
。

直接求解这类积分方程一般比较困难
�

而采用数值积分或

迎辽金原则求解这类问题时
,

本质上将给出与前述两步法等价的结果
�

显然
,

引用两步法在

概念上和实际操作上都优于后一方法
�

因此本文建议采用两步法实现随机场向独立随机

变量集合的转换
,

并建议采用局部平均方法作为随机场离散的工具
�

令 � ��  
,
“ 任口 表示一定义于区域� 内的多维高斯随机场

�

这一随机场由其均值函数

� 。�� �
,

方差函数 。’

�� 和名义方差函数 风“
,
“ ‘

� 所完全描述
�

则 �� �� 可被表示为 �

� �� � � �� �� � � �
,

�� �
,

���

这里 �
,

�� 是一个具有零均值函数的随机场
,

其方差函数同于 �� ��
�

设将区域� 划分成� 个单元
,

则随机场内的第� 个单元的局部平均可定义为�

��� �� � �

幻
‘

���
�坛

�

·

一。� ‘ 二

这里�
‘
为第� 单元的体积

�

局部平均变量�� 的均值是 �

�
, ‘

� , �
, 、 �

�� ‘ � 石��� � � 下了 �
�
坑 �� �� �

占咨� � � “

� 曰�
,

���
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而第� 个单元和第 �个单元之间的互协方差 为�

� 。 · ��
·
‘一

,

, �

命允几
,

。‘·,口‘·
’

减一”� · � ·
’

“,

这样
,

所有局部平均变量从将形成一个随机矢量
,

且可被表示为 �

、,
产、声‘

��伍� 二气 � 气 气 � ��
。,

�

其中 气 为零均值随机矢量
,

其方差矩阵为 �

� � �凡 �

引用相关矩阵的谱分解技术
,

可以将���转化为用独立随机变量集合表示的形式
,

即 �

� 一 �� �

全
。

�

汤
‘

�� 

�� �

其中乓为标准化独 立随机变量
�

兄,
与中

‘
分别为相关矩阵� 的特征值及特征向量

,

可由下式

解出
�

� 中, � 入。
‘

���

在实际问题中
,

通常与 自最大特征值依次降低的前几阶特征值相应的随机变量即可反映

随机场的主要概率特征
,

因此
,

可在式�� 中取 , � � 代替�
�

由此
,

可得到一个缩减的独立随

机变量集合
。

值得指出
,

上述关于随机场的描述是针对连续系统的
�

在另一方面
,

对于经过模型化处理

的离散多自由度系统
,

往往可以近似地假定各单元随机变量具有独立同分布性质或各子集

随机变量彼此独立
。

两种假设都可以导致与式��� 相类似的随机矢量表达形式 �

�� � �� � �� � �� �

式中�为独立随机变量序列
,

�’� 为对角名义方差矩阵
,

即 �

�� � ��吧��
� � , � � �……

,
� , � �� � �

其中 ��
,

为随机变量从的名义方差
�

由上述分析可知
,

无论是连续化体系还是经模型化处理的离散多 自由度系统
,

其系统特

性的随机性最终都可以用一独立随机变量集合表示
�

这一事实
,

为下述随机结构的分析方

法提供了方便
�

三
、

动 力 矩 阵

根据有限元方法
,

一般多自由度动力系统的刚度矩阵可以表示为�

� 二
艺军群不 �� ��

式中
,

� 为有限单元个数
,

不为决定于结构形式的定位矩阵
,

衅为第� 单元的单元刚度矩阵
。

当弹性模量 �
,

或更一般地
,

截面抵抗矩 �� 的分布被处理为一个随机场时
,

基于上节讨论
�

可以用式��� 或式�� 所示的独立随机变量集合表达上述系统特性的随机性
,

将此类表达代人

式���� 并经一定推演则可给出 �
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��
� �
��

�

艺凡气 �� ��

式中
,

从为独立的刚度独立随机变量个数
�

、,
产、�口声,乙�、��������、了

‘
、

凡 二
万叮嵘刃

凡
�
艺邓�碍 �

‘
不

对于具体结构
,

均值矩阵嵘与名义方差矩阵嵘不难获得
�

类似地
,

当考虑系统质量特性或系统阻尼特性的随机性时
,

可给出如下随机质量与随机阻

尼的表达式 �

����
�

‘
、了

‘
、

泪功
少

��丫一月
��

二

��
��

� 二 �� �
艺�气
�� �

式中凡与�� 分别为质量独立随机变量数目与阻尼独立随机变量数目
�

四
、

随机结构分析

一般多自由度随机动力系统的动力平衡方程可以表示为 �

人了� � �� � 犬� � � �� � � � � �

其中� ��� 为确定性外荷载 ��为位移反应矢量��
、

�
、

�分别是随机质量
、

随机阻尼与随

机刚度矩阵
。

引人记号
�

�� �’���� �� 洲
�
一�笋
�
”

�一
�丈

, ‘
戈 � 二 �

� �

凡
, ‘凡

� , � � 三
凡

�
�� � 二 , 一

凡
� � � � �

��
� ‘凡

� �
�

� �

凡
� �

。

� � � 一 �� � � �
。

�

以及 �

蠕
二

城 毛
二 �� 丸

� 凡

注意到式 �� ��
、

� �� �
、

� �� �
,

则方程��� �可以写为 �

� �

�人
。 � 艺蠕�� �犷�� 兔

�
艺

� � � � 二�

�

月“瓦�犷�� �� 
十
艺人�� ��

二 � �� �
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或 � , � � 凡� � 人� 二 � �� ���� �

式��� � �中
,

� � 戈
� �� �

戈
。

从泛函分析的观点考察
,

随机结构的动力反应可以被认为是在随机函数空间 中的轨迹
�

令 � 表示由基函数 ��
,
��� 几

。

所张成的希尔伯特空间
,

则轨迹Y 可以表示为下述形式
:

Y (b
,

, )
=

艺戈(
,
)拭 (b ) (20)

此处戈(t )为一般确定性时间过程矢量
,

其数学直观含义为Y 在基函数坐标轴上的投影
.

如果已知反应 Y 的协方差函数
,

则可利用关于 Y 的K 田七Un en L

~

分解给出的本征向量作

为基函数 H
,
( b)

。

然而
,

在(l 9) 式被求解之前
,

Y 的协方差函数是未知的
.
因此

,

为了求得Y

的概率解答
,

应为空间 H 选择一组合适的正交基函数
.
在新近的研究报告中

,

G h
a n e

m 和

SP an os 在静力随机有限元问题研究中引人了混沌正交多项式展开逼近结构静力位移18][ 9]
,

而

J
ens en 和

Iw an 则在动力随机有限元问题中引人了一般正交多项式作为动力反应空间中的基

函数[l0]
。

比较而言
,

混沌正交多项式仅适应于高斯随机场情况
,

而一般正交多项式由于类型

较多
,

选择余地比较大
,

故可适应于不同分布的随机变量
.
有鉴于此

,

本文选取一般正交多项

式作为空间H 中的基函数系
.

对于多维随机空间 H
,

定义

H ,

( b )
=

fl
H
。(b

,

)
(

2 1
)

其中 H : (b
,

) 为关于变量b
,

的l
‘

阶正交多项式
.
根据随机变量的不同分布类型

,

可以选取

不同的正交多项式
.
例如

,

对于正态分布随机变量
,

可以选取加权H er住u t多项式;对于均匀分

布随机变量
,

可以选取Leg e
ndr e多项式等等

.

可以证明
,

函数 H
,
( b) 具有以下正交特性

石[
fl
H
、
(b
:
)
fl

H
、:

(b

,

) ]

=
当心, 气

其它
(22)

, .二

0

r

!

2飞l
、

其中E t
·

] 表示期望算子
。

于是
,

随机结构系统(19 )的反应 Y
,

可以用 以下级数逼近之
:

Y( b
,

‘)
=

艺 戈
:
、…, :

(
‘
)
fl

H
, :

( b

,

)

0 ‘人‘Nt
l‘
J ‘月

此处从 为关于变量b
,

的展开阶数;戈111 二杯O 为相应于(20) 式中 戈(t) 的确定性函数

(23)

并称

人l=..
·

‘ 为脚标向量
。

将式(23 )代人式(19 ), 两边同乘以 fl H 、 (b
,

) 然后关于随机矢量b 取期望
,

经过一系列

推导
,

可 以得出如下方程:

总体动力方程:

A 。

戈
+ A。

方
, +

A
、

戈
= 月(‘)

‘

(

2 4

)

分量表达
:
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山仇
,

艺[(
a二

)
,

丸(
‘)
+
(
a 。

)

, 戈
,

(
‘)
+
(
a *
)
,
X

,
(
‘)]

= 月(‘)
P :l

(2 5 )

上式中
,

忽略脚标m
,

c, k
,

有分块矩阵 al.
,
的表达式如下:

6)7)(2(2
a ,

,
,

=
A
。
占,

,

,
+

艺A
,

(
r 气

一
:占, 一 ;

. ,
,

+ 夕气占
,

,

,
+ a 、+;占,十 季

: ,
,

) (
o ‘k

,

‘ N
,

)

了 = R

其中
fl (从

一
, + l ) s < R

rlll之
,.
we
通、

一一了

七�J

、

,
、产

,
尹

00

9
2

,产工.2、‘了飞初界 = fl (Ns
+ l)

R R
l = l+艺气 fl (戈 + l)s=I J=‘+ 1

关二
瓜气

…‘ 二
F( O

n 氏
气

(3 0 )

式(26 )中a
、

刀和 r 源于下述正交多项式的递推公式:

瓦凡(瓦)
= al. 风

一1

(戈)+ Pl. 风(戈)
+ yI. 风

+1(bs ) (31)

显然
,

式(24 )在形式上类似于原系统(16), 但是系统的阶数增加了
,

与此同时
,

原来的随机

结构系统分析问题转化为确定性系统的分析问题
.
通过系统的扩阶使问题从随机结构分

析问题转化为确定性结构分析问题
,

显然为这一方法的广泛应用奠定了基础
.
本文称上述

方法为扩阶系统方法
,

而式(24)
一
(30 )则称为扩阶系统的动力控制方程

.

值得指出的是
,

在此前的研究中
,

J

ens

en 和Iw an 在分析随机单自由度体系和连续体系(均

仅限于刚度或阻尼具有随机性)时曾采用了与本文类似的思路
,

但是其给出的推证结果是

错误的
.
详细分析导致其错误结果的原因可以发现 :其一

,

在Jens en 等的结果中没有注意到

式 (22) 中的恒等条件;其二
,

其使用递推关系(3 l) 时
,

混淆了脚标与多项式阶数的关系
.
因

此
,

J

ens

en 等的文章中仅得出了本文推证过程中的一个中间结果
,

且这个中间结果颠倒了扩

阶矩阵中非对角线元素的位置
.
本文则不仅将Jens en 等所考虑的特殊问题推广为全面考虑

各种随机因素的一般动力系统
,

而且独立地导出了正确的公式
,

并给出了形式十分紧凑
、

明

了的扩阶系统的控制方程
.
事实上

,

本文在推证上述动力控制方程时
,

采用了关于随机变量

进行次序正交分解的思路
。

这一思路
,

对于将本文方法推广到复合随机振动乃至模糊随机

振动之中去
,

具有基础的理论意义
.

根据式 (23 ), 关于不同随机变量的展开阶数是可以改变的
.
关于扩阶矩阵人

,

A

。

和

人的分析表明
,

当各变量采用同阶展开时
,

扩阶矩阵将保持对称性
,

而当各变量采用变阶展

开时
,

扩阶矩阵的对称性可能被破坏
.

设方程(16) 的初始条件为:

Y (0) == 兀 Y(0)= 儿 (32)

其中兀和兀为确定性矢量
.
则扩阶方程(24) 的初始条件为:
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结合上述初始条件
,

扩阶系统方程(24) 可以引用任何一种确定性动力系统的动力分析方

法求解
。

在本文数值算例中
,

采用了时域数值积分解法
,

并选用N Um
出火刀法作为分析工具

.

在解出扩阶系统的解答之后
,

原随机结构系统反应的统计结果可以简单地算出
.
例如

,

位

移反应的均值与方差反应分别为:

E [Y (t)]氛瑞
.
二。
(
t
) (3 5 )

凡[Y(‘)]
=

艺峨
二、:

(
‘)从

, : …、(‘) (3 6 )

挂掣
‘

结构速度反应与加速度反应的统计值亦可类似算出
.
原则上洛类反应的相关函数与谱

密度函数等亦可类似算出
.
但是

,

考虑到随机结构系统在确定性输人下的反应一般为复杂

的非平稳过程
,

故这里就不再列出有关结果了
。

五
、

虚拟结构方法

尽管名义方差矩阵岭
,

cj
和凡可以利用式(l 3)

一
(l 5) 计算得出

,

但这显然是不经济的
.

如果能够采用一般有限元分析中的直接刚度法来形成上述名义方差矩阵
,

则问题就会大大

地得到简化
。

虚拟结构方法就是基于这一目的提出的
.

对于连续系统
,

引用本文第二节所述的两步转换法给出独立随机变量之后
,

可以以下述单

元作元素形成虚拟结构

气劝了不b
,

(37)

其中 叮为结构形式参数;凡与。
j分别为相关结构分解的特征值与特征向量

.

对于离散系统
,

设同类随机变量(质量
、

阻尼
、

刚度分别归为一类)可以划分为r 个子集
,

在每个子集中的随机变量具有同分布性质
.
则可以针对每个子集建立虚拟结构

。

例如
,

设

刚度参数的第i 个子集具有3个元素
,

况二
( l

,

m

,

P)

,

则相应的虚拟结构将具有如下单元参

数:

k二 =
( o

,

…
,

k

。. ,

0 …
,

k
。 ,

。二
,

k

。
.

,

0

,

…0)

j 二 1
,

…
,

m

,

……l
,

…… P
,

…… N (3 8)

这里 k 。 为单元参数的名义方差
.

针对上述虚拟结构
,

便可利用类似于直接刚度集成的方式形成名义方差矩阵
.

六
、

随机结构均值反应与均值参数结构反应的差异

系统(16)的随机反应可以划分为两部分:
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Y = X +牲 (39)

其中不对应于系统均值参数的反应
,

而兀为与系统变异参数相联系的反应
。

显然
,

不为如下均值参数系统动力方程的解答
:

MO X
+
CO X
+ 凡不= F (t) (40)

均值参数系统的反应是不同于随机结构的均值反应E (均的
,

事实上
,

存在
:

E (Y) = 若+ E (兀) (41)

在系统均值参数反应与系统均值反应之间存在差异项 E (兀)
,

这一重要事实被以往的研

究者们忽略了
。

由于差异项 E (兀)将随参数变异性的增大而增大(本文提供的例子将证实

这一点)
,

因此忽略上述差异可能会导致结构可靠度评价或结构系统识别的重要失误
.
事实

上
,

任何结构模型都是对现实世界中原型的一种抽象
,

诚如本文第2节所述
,

由于对于设计

结构的非完全控制与对于现存结构的非完备观测背景的限制
,

合理的结构分析模型应采用

随机结构的分析模型
。

结构系统越是复杂
,

越应如此
。

而传统的力学分析模型
,

则基本上是

针对均值参数系统的分析
。

我们注意到
,

这种分析甚至不能正确反映原型结构系统的均值

反应
.
因此

,

从工程设计
、

工程可靠度评价
、

工程系统识别与工程结构控制各个方面考察
,

上述发现都具有重要意义
。

七
、

算 例

为验证本文提出的扩阶系统方法
,

已经计算了大量算例
.
这些算例包括考虑结构质量变

异特性
、

阻尼变异特性
、

刚度变异特性及其各种组合的情形
.
这里限于篇幅

,

仅给出其中

若干例子
.
给出例子的 目的在于:(l )说明本文提出方法的有效性;(2) 指出均值参数结构反

应与随机系统均值反应之间的差异
.

为实现第一个目的
,

选取一两自由度随机结构系统
,

系统质量与刚度参数具有变异性
.

(分析表明
,

阻尼特性的变异在非共振情况下一般影响不大
,

故本文算例不加介绍)
.
假设该

系统为一剪切型结构体系
,

其单元参数为:

叭。= 伙
。= l

,

气
。 =
与
= 39
.
45

凡
l二凡

:= 0. 1 凡
1二凡

:二
0. 2

此处占为随机参数的均方差与均值之比
.
随机参数的概率分布均假定为正态

,

系统阻尼比

为0
.
05

。

选取两类系统输人进行计算
,

其一为作用于每个质量上的正弦荷载
.

厂(t)= 儿(t)= sin (叮) 。
: = 3

.
14 16

其二为地震记录输人(取E L
一

C

entr

。
记录N

一

S 分量)
.

分别按一阶展开和四阶展开形成扩阶系统
,

采用时域数值积分方法进行扩阶系统分析
.

与此同时
,

利用M ont
。 C

arl
。模拟技术进行了原随机结构系统的分析

.
图1与图2为正弦荷载

输人情形下的计算均值反应及方差反应 比较
.
可见

,

对于均值反应估计而言
,

一阶展开 已经

足够
,

而对于方差反应估计
,

则需要4阶多项式展开
.

地震波作用下随机结构的分析结果与上类似(图3
、

图4)
.
在另一方面

,

图5反映出了均
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值参数系统反应与随机结构均值反应的差异
,

在这一例子中的计算参数同于图1及图2
.
可

以发现
,

上述差异随时间增长而增长
.
而图6则进一步说明

,

上述差异随系统参数变异性的

增大而增大
.
对本例而言

,

当参数变异系数大于0
.
1时

,

上述差异必须在结构设计
、

评价
、

识

别
、

控制中加以考虑
.

、、、、、
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Z 、
、

结 论

本文发展了一类用于随机结构动力分析的扩阶系统方法
.
文中所推导的扩阶系统动力

控制方程可以用于各类离散多自由度系统或连续系统
,

并可以综合地考虑质量
、

阻尼及刚

度随机性的影响
,

从而使本文方法具有很强的普遍适用性
.
值得指出

,

本文方法亦可推广应

用于随机结构的静力分析与稳定性分析问题之中去
.
这一前景使作者深信: 一代新的有
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限元分析技术将在不久的将来形成
.

最后
,

作者希望再次强调随机系统均值反应与均值参数系统反应之间差异的重要性
.
这

一差异无论在结构设计
、

结构可靠度评估
、

结构系统识别乃至结构控制中都可能变成关

键性因素而必须认真地加 以考虑
.
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