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弹性介质波传问题的吸收边界条件*
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提　要　本文通过合成一阶偏微分算子,给出了弹性介质中波传问题的吸收边界条件; 为

检验其吸收能力,利用弹性波的势函数理论导出了 P 波和 S 波在吸收边界处的反射系数公式。

文中给出的吸收条件形式简单, 且算例表明吸收效果和稳定性都很好。
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一、引　　言

　　工程中的许多波动问题,其计算求解域往往很大,有时甚至是无界的。但实际情况下,我

们总是在一个有限的区域内进行求解, 因此,需要在所限定区域的边界上引入吸收边界条

件,从而最大限度地降低由于人为划定边界而造成反射波的强度。吸收边界的建立对弹性波

的数值模拟起至关重要的作用,它将直接影响到计算结果的稳定性和准确性 [ 1]。Engquist

等[ 1～ 2]以及 Reynolds[ 3]所建立和发展的标准二阶吸收边界已被工程上所广泛采用; 但由于

这些条件从简单的声波方程导出, 与弹性波的实际情况还有较大误差,它们只对入射角(波

前与边界法向夹角)小于 15°的波有较强吸收能力, 而当波的入射角较大时,仍将在所给边

界处产生很强的反射。为此又有一些学者对其进行了改进,并从弹性波动方程导出了相应的

吸收边界条件 [ 4～6] , 但由于这些条件形式复杂, 而且, 实施过程也较为繁琐, 因而很少被采

用。

　　本文针对弹性波的吸收边界问题进行了进一步研究, 我们首先通过合成简单的一阶偏

微分算子而直接构成吸收条件, 然后导出各种平面基本波型在此边界处的反射公式,用以检
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验其吸收能力。实例表明, 本文给出的吸收边界条件在取两阶时, 即可达到令人满意的

效果。

二、吸收条件的建立

　　本文通过对声波方程: utt= c
2� 2

u的吸收边界进行一般化处理,进而将其推广于各向同

性介质中弹性波的情况。讨论中, 令吸收边界在 x= 0处,而 x> 0为波动方程的计算求解域

(其余处的吸收条件可由类似方法获得)。一个由 x> 0域以入射角 �,波速 C向外传播的二

维平面波,可用如下的形式来表达

f [ ( x , z ) �( cos�, s in�) + ct ] = f ( x cos�+ z sin�+ ct ) ( 1)

当如下的一个偏微分算子

( cos�) ��t - c
�
�x ( 2)

作用于( 1)式时,结果为零,所以取边界条件[ ( cos�) ��t - c
�
�x ] u= 0, 则可完全吸收以±�角

出射的平面波。Higdon
[ 7]指出可以做进一步推广而得到其更高阶的形式,即最一般的声波

吸收边界

{�
m

j = 1
[ ( cos�j ) ��t - c

�
�x ] }u = 0,　x = 0 ( 3)

上式对所有的 j , �j <
�
2
均成立。显然乘积形式的边界条件( 3)可以同时对入射角为±�1±

�2⋯±�m的波进行彻底吸收。当取( 3)的二阶形式,且令 �1= �2= 0时, 即可得到 Engquist和

Majda
[ 2]
的标准二阶吸收边界。另外对于以任意角度 �出射的平面波,易得其在吸收边界( 3)

处的反射系数公式为

R = �
m

j = 1

cos�j - co s�
cos�j + co s� ( 4)

显然当 �角越接近于某一 �j 时, ( 3)的吸收效果就越好。

　　由于SH 波可在弹性介质中独立存在,其波传方程与声波方程相类似,并只引起 y 方向

的位移 v , 因此,仿照( 3) ,我们可以建立如下形式 SH 波的吸收边界条件

{ �
m

j= 1

[ ( cos�j ) ��t - CSH
�
�x ] } v = 0,　x = 0 ( 5)

这里CSH = �/ �为 SH 波的速度, �是 Lame
\

常数,�代表介质的密度。

　　因 P 波和 S V 波相耦合, 所以 x z 平面内每个方向的位移 u和 w , 均由这两种波型所共

同引起,为此,应对吸收条件的微分算子( 2)进行改进,使新的算子

[ ( cos�p ) ��t - Cp
�
�x ] [ ( cos�s )

�
�t - CSV

�
�x ] ( 6)

分别作用于 u和 w , 这里 Cp 和CS V分别表示 P 波和S V 波的波速
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Cp = (�+ 2�) /�,　CS V = CSH = CS

　　不难看出, ( 6)中的第一项因子除了能完全吸收以±�p 角出射的 P 波外,还可完全吸收

沿±co s- 1 (
C s

Cp
cos�p )方向的 S V 波;而其第二项因子除了完全吸收以±�s 角出射的 S V 波

外,还可使±cos
- 1
(
Cp

C s
cos�s)方向的P 波也得以全部吸收。因此,经规一化处理后,可仅用一

种波速“Cp”(或“C s”)来表达吸收边界的微分算子,从而获得以下在 x= 0处高阶形式的吸收

边界条件

[�
m

j= 1
( A j
�
�t - Cp

�
�x ] u = 0 ( 7)

[�
m

j = 1
( B j
�
�t - Cp

�
�x ) ] w = 0 ( 8)

这里A 1 , A 2⋯Am 及 B1 , B2⋯Bm 为无量纲的正值常数。

　　显然对于所有的 j ,若 A j、B j � 1, 则( 7)、( 8)式将主要吸收 P 波, 但也可协助吸收 SV

波;若 A j、B j> 1, ,那么( 7)、( 8)式将主要吸收 SV 波,但也可使部分 P 波得以吸收。使用时,

可根据实际情况来选择合适的 A j 或 B j。

　　实际情况下, 常用吸收条件的二阶形式。若取A 1= B1= 1,　A 2= B2= Cp / C s, ,经化简后

可得

[
�2

�t 2 - ( C s + Cp )
�2

�x�t + CpC s
�2

�x 2 ] u = 0 ( 9)

[
�2

�t2 - ( C s + Cp )
�2

�x�t + CpC s
�2

�x 2 ] w = 0 ( 10)

同样对于SH 波,我们取 �1= 0,　�2= �/ 4,由( 5)式也不难得到

[
2
2
�2

�t 2 - ( 1 +
2
2 ) Cs

�2

�x�t + C
2
s
�2

�x 2 ] v = 0 ( 11)

三、反射系数的确定

　　为了检验吸收条件( 9)～( 11)的有效性,并对其吸收能力有个定量的估计, 需给出平面

波在吸收边界处的反射系数公式。

　　如图 1, � 1和 � 3分别表示入射 P 波和S V 波的Lame
\

势函数, � 2和 � 4分别表示反射 P

波和S V 波的势函数。在吸收边界 x= 0处,这些波的总和是

� = � 1 + � 2 = A 1� e
1 + A 2� e

2

� = � 3 + � 4 = A 3� e
3 + A 4� e

4

( 12)
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图 1　弹性波在吸收边界的反射

其中A 1、A 2、A 3和 A 4是各平面波的幅值,并且

� e
1 = exp[ ik1 ( - l 1x + n1z - Cp t ) ]

� e
2 = exp[ ik2 ( l 2x + n2z - Cp t) ]

� e
3 = exp[ ik3 ( - l 3x + n3z - C s t) ]

� e
4 = exp[ ik4 ( l 4x + n4z - C s t) ]

( 13)

此处, l 1 = co s�1 , n1 = sin�1 , l 2 = co s�2, n2 = sin�2 ,

l3= cos�3 , n3= sin�3, l4= cos�4, n4= sin�4, �1 和 �3 是

入射角, �2和 �4是反射角, 这些角均从 x 轴算起; k1、

k2、k3和 k4为各个波的波数。由位移——势函数的关

系[ 8]

u = ���x - ���z

w = ���z + ���x

( 14)

可得

u = i [ - k1l 1A 1� e
1 + k2l 2A 2� e

2 - k 3n3A 3� e
3 - k4n4A 4� e

4]

w = i[ k 1n1A 1� e
1 + k2n2A 2� e2 - k3l 3A 3� e

3 - k4l 4A 4� e
4 ]

( 15)

将( 15)式代入到吸收条件( 9)和( 10)后可得

k
3
1 l1A 1C

2
p � e1 - k

3
2l 2A 2C

2
p� e

2 + k
3
3n3A 3C

2
s � e

3 + k
3
4n4A 4C

2
s� e

4

- ( C s + Cp ) [ k
3
1l

2
1A 1Cp� e

1 + k
3
2l

2
2A 2Cp� e

2 + k
3
3l 3n3A 3C s� e

3 - k
3
4l 4n4A 4C s� e

4]　　

+ CpC s[ k 3
1l

3
1A 1� e

1 - k
3
2 l

3
2A 2� e

2 + k
3
3l

2
3n3A 3� e

3 + k
3
4l

3
4n4A 4� e

4] = 0

( 16)

- k
3
1n1A 1C

2
p� e

1 - k
3
2n2A 2C

2
p� e

2 + k
3
3l 3A 3C

2
s � e

3 - k
3
4 l4A 4C

2
s� e

4

- ( Cp + Cs ) [ - k
3
1l 1n1A 1Cp� e

1 + k
3
2l 2n2A 2Cp� e

2 + k
3
3l

2
3A 3C s� e

3 + k
3
4l

2
4A 4C s� e

4]

+ Cp + C s [ - k
3
1 l

2
1n1A 1� e1 - k

3
2l

2
2n2A 2� e

2 + k
3
3 l

3
3A 3� e

3 - k
3
4l

3
4A 4� e

4] = 0

( 17)

利用到吸收边界处 x = 0的条件,并分别考虑 P 波与 S V 波单独入射两种情况, 经化简后获

得下列结果

　　当 P 波单独入射时( A 3= 0)

�1 = �2 = �

�4 = �= sin- 1(
sin�
D

, D =
1
F

= CP / C s

( 18)

R
0
pp =

A 2

A 1
= -

K 1N 1 + K 2M 1

M 1N 2 + M 2N 1
( 19)

R
0
ps =

A 4

A 1
=

K 1N 2 - K 2M 2

M 1N 2 + M 2N 1
( 20)

当 SV 波单独入射时( A 1= 0)
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�3 = �4 = �

�2 = �= sin- 1 ( Dsin�) , D =
1
F

= Cp / C s

( 21)

R
0
ssp =

A 2

A 3
=

L 1N 2 + L 2M 2

M 1N 2 + M 2N 1
( 22)

R
0
ss =

A 4

A 3
=

L 2M 1 - L 1N 1

M1N 2 + M2N 1
( 23)

　　上述公式中的 R
0
p p、R

0
p s、R

0
sp及 R

0
ss代表各种平面波型在吸收边界处的反射系数,其下标的

第一个字母表示入射波型, 第二个字母表示反射波型。对于位移反射系数 Rp p、Rp s、R sp及 R ss

可以通过对 u或 w 的四个分量组成的适当比例而得到

Rp p = R
0
pp , R ps = - DR

0
p s, R sp =

1
D
R

0
sp , R ss = - R

0
ss ( 24)

( 18)～( 24)式中的有关参数为

M1 = F
3
co s�+ ( F

3
+ F

4
) cos

2�+ F
4
cos

3�

M2 = F
2sin� + ( F + F

2 ) cos�sin�+ F cos 2�sin�

N 1 = F
3sin�+ ( F 3 + F

4) cos�sin�+ F
4cos 2�sin�

N 2 = F
2
cos�+ ( F + F

2
) co s

2�+ Fco s
3�

K 1 = F
3
cos�- ( F

3
+ F

4
) cos

2�+ F
4
cos

3�

K 2 = F
3sin�- ( F3 + F

4) cos�sin�+ F
4cos 2�sin�

L 1 = F
2sin�- ( F + F

2 ) cos�sin�+ F cos 2�sin�

L 2 = F
2
cos�- ( F + F

2
) co s

2�+ Fco s
3�

　　对于SH 波,仿照与前述相同的做法,可获得以下的反射系数公式

R0 = -

2
2

- (
2
2

+ 1) cos�+ cos 2�

2
2

+ (
2
2

+ 1) cos�+ cos 2�
( 25)

这里v为SH 波的入射角, 由于 ( 25)中不含波速C s , 因此SH 波的反射系数与介质情况无

关。

四、实　　例

　　为了检验本文给出的吸收条件对介质中弹性波的吸收效果,我们分别考虑D= 3 , 2,

3的三种介质。图 2给出了位移反射系数的绝对值随入射波入射角的变化规律。可见,当波

的入射角小于 70°时,本文给出的吸收边界具有很好的吸收效果, 吸收边界处反射波的能量

不超过入射能量的 15% ,满足工程要求。另外,在 D 的值较大时(接近于 3) ,吸收能力也未
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表现出不稳定的现象。对于超过 70°的高角度入射波,本文的吸收效果则较差;但所幸的是,

实际中,吸收边界处的这些高角度入射波,通常是经过多次反射以后才到达的, 其能量本身

就已变得非常微弱,因此,它们在吸收边界所产生的反射对计算域的影响也是可以忽略的。

SV 波的入射角
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SH 波= 0 的入射角

图 2　吸收边界处反射系数随入射角的变化规律

五、结　　论

　　本文给出的吸收边界条件,形式简单,且经实例证明吸收效果良好, 因而有推向实用的

价值。另外文中建立吸收条件的方法具有普遍性,可应用于建立各向异性介质的吸收条件,

关于这部分工作, 将另文讨论。
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ABSORBING BOUNDARY CONDITIONS FOR

ELASTIC WAVE PROPAGATION

Liang Fei　　　　Yang Huizhu

( Taiyuan Univer sity of Techn ology)　( Ts inghua Univer sity)

　　Abstract　In this paper , the absorbing boundary condit ions fo r the problems of elastic

w ave propagat ion are const ructed by composit ion of f ir st-order part ial dif ferential opera-

to rs. T o test the abso rbing ability, the reflect ion coeff icient formulas on the absorbing

boundaries are derived based on the po tent ial funct ions theor y of elast ic w ave. The simple

fo rm condit ions given her e have show n a good absorbing ef fect and stability by examples.

　　Key Words　elast ic w ave, absorbing boundary condit ions, ref lect ion coef ficients
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