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摘 要

本文讨论了振动计算等时间步长连锁公式反演的数值稳定性
,

结果表明
,

相

对加速度反演公式是不稳定的 � 绝对加速度和相对位移反演公式是条件稳定的 �

相对速度反演公式是无条件稳定的� 文末对连锁公式反演的应用问题进行了初步

地讨论
�

关键词 � 振动反演
,

连锁公式法
,

数值稳定性
�

一
、

引 言

线性单 自由度振动系统数值反应分析计算的连锁公式法是由王前信教授首先提出的
,

笔者曾在计算地震反应谱的精确法公式基础上完善了连锁公式的推导���
�

线性单自由度振动系统的运动微分方程为

歹��� � ��。夕��� � 。
’, ���

一
戈��� ���

设分�� 为地震输人加速度时间过程 � 心和 �, 分别为该系统的阻尼 比和 自振圆频率 � 只��
、

入��和只��分别为该振动质点的相对位移
、

相对速度和相对加速度反应时间过程
�

基于式

��  推导连锁公式时
,

仅对 分�� 的离散数字形式做了假定
,

即令给 出的两个相邻输人数字

分
, 一欲

� ‘�和戈
‘一 分��

, 十 , � �以下类似离散数字符号意义相同� 之 间
,

戈�� 是按直线规律

分布的
,

因此由式��碍

�
�

�

一 �
�

少“ , � ’‘“夕“, 十 “
‘

’“,

一
「方� � 一

君不
二“ 一 “”

� � ‘簇 � 簇 � , � � � �� �
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效��数字化密度一般很高 �例如每秒取 �� 一��� 个点 �
,

这一假定是能够为工程界所接受

的
�

由式�� �便可解析解出具有两步递推格式的振动计算连锁公式
,

其中等时间步长△ � 二

� , � � 一 �‘时
,

相对加速度的连锁公式为

歹‘� � 一 � ,
歹
‘� , � � � 歹‘ � � � �戈

, 一 �戈
, � , � 戈

� � � � ���

绝对加速度��
‘一分

‘� 歹‘ �
,

⋯� 的连锁公式为

� � ‘� � 一 � , � � ‘� , � � � � � ‘ � �� � 一 � � �戈
‘一 �� � , � � � �分

, � , � � � � � � �分
‘十 � �� �

相对速度的连锁公式为

, ‘十 � 一 。 �
夕

, � , � · �
夕

,

十
兴厂

「一 �。 � � � � � � �。△ , 。 � �、
‘ � �� � � 。 �

乙口 艺盛 �

� �。△� � � �分
‘� , 一 �� 一 � , � �。△ � � � �分

‘� �� �� �

相对位移的连锁公式为

,
‘

一
,

,
一 � 一 ,

‘ �

六
‘「‘· � � �� ‘� 田△ 犷�· � � ‘, ‘’ 一 , ,口△ , · � ,“

一 【, “

一 。△ � � , � �‘� � � � ��‘
’ 一 ��。△ � � � �分

‘, , � � �‘一 。△� 一 ‘� 、 � �� ‘’

一 ��。△ �� � �分
‘� �
� �� �

上四式中

� �

� �

一 � 召 一 ‘。△� 。口、。丫一 ‘’ △ ,

一 ��口△ ,

�� �

� � � 一 �

一 ‘。△ � � ‘。。刁�一 �
’ △ ,

。丫� 一 ‘
,
△ ,

连锁公式法的反演

·

连锁公式法的鲜明特征是各反应量的数值递推运算将分别独立进行
�

该算法具有计算

精度高
,

可节省计算时间等特点
�

该算法对反应量没有引人任何近似假定
,

也不会产生任

何截断误差
�

由于连锁公式
,

特别是加速度反应的连锁公式尤为简单
,

因而可以提高数值

分析效率
,

避免更多的数值计算舍人误差
�

笔者曾基于式�� 编制了绝对加速度反应谱的

计算程序
,

并与国内通用的精确法公式的计算程序进行了实际计算比较
、

结果表明
,

连锁

公式法可以相对节省计算时间�
’
��

连锁公式法提供了直接根据某一反应量反演输人加速度时程分�� 的数值计算途径
,

由
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几 式���
、

�� �
、

���和 ���可分别得到如下反演公式

“
� � 一 , ,

� � � 一 ‘
� �

青
〔,

‘� �

一 ,
‘

一
, ‘,

���

分
‘� � �

分
, � � �

不琦
一

〔‘一 � , 一 , ,
�

一
‘

一
, ,

‘ � � · ‘

一
’

一
“ � ’“ ‘,

�� �

灭万砚石瓦万 � ’�’�
“� 十 ’‘“△ ‘“】�分

�

一
�‘ � � ’“ � � ’‘“△‘“】�分

‘

一 �。 ’
△ ��夕‘

� � 一 � �
夕
‘� � 一 � �夕‘�� �� ��

�
‘二 ,

�

—
��一 。△� 一 心� , � ��‘一

�知△ � � �
于� ��一 。△� � , � ��� �

� ����知△
� � � �分

, 十 , 一 �‘� , � ��‘� 。△ ��� � � ��“一 ��。△ �� � �分
‘

� 。 ,
△ �� , ‘� � 一 � � , ‘� , 一 。 � , ‘

�� ��一�

以上四式递推运算的数值稳定性还需加以证明
�

用上述连锁公式进行递推运算
,

无论是正

演还是反演
,

对初始值
,

只需令实际输人第一个数字之前的两个虚拟输人数字和相应的两

个反应输出数字皆为 � 即可
�

三
、

算法的数值稳定性

递推运算数值稳定性判别准则通常用矩阵法给出
,

并且用传递算子��� 的谱半径

或

��� � 】� � �

夕��才��二 �
且网�的初等因子为一次 � ��� �

来表示 ���
�

这一准则适用于等时间步长连锁公式法正演和反演递推格式数值稳定性的判

稳
。

关于连锁公式法正演的数值稳定性
,

由式���一�� 可以看出
,

各式的传递算子 �� �均为

��。可便

。·卜

〔飞
。“ �

�
这是连锁公式法的又一鲜明特征

�

注意到式�� �� 与 � 一变换法的传递算子完全相同
,

据此推论
,

式��  一 �� 不仅是无条件稳定的算法
,

而且满足收敛性要求��� 
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相对加速度连锁公式反演的数值稳定性

式��  递推公式的传递算子为

一 �

」 ��� �

�
, ��厂.

I
L

一一
.J..

A
...L

其解向量为 {分}
‘+ , 一 {分

:+2 ,

分
‘十 ,

}
r ,

[A 1的特征方程为

I[滋]一 , [ , ] I 一 , , 一 2 , + l 二 o
(15 )

该特征根为两个重根
,

即 之1= 又2 = 1
.
因此

,

[A l 的谱半径为

p([A ])= 脚ax ( l又,
l

,

!又
2
}) = (1 6 )

并不满足式(12) 的条件
.
即其特征矩阵

!「, 】一 , 「, 】}一

「
’

L 0
( 之一)

2」 (17)
位一 l) 为一个二次初等因子

,

也就是说
,

叼]不与对角阵相似
.
所以式(8) 是不稳定的算法

.

2
.
绝对加速度连锁公式反演的数值稳定性

同理可得式(9) 的传递算子为

「
c. + 2。

_ 。_ 一 。 _ 〕
} -
-上
—
-生- 一一生--一兰一 }

「‘ , 一

{

’

几
“

”J
“’

」
‘’8 ,

其特征方程为

又2 一
c 一 + Z

c ,

1 + c 3
又+

c 3 一 c Z

l + c 3
(19 )

式(9 )存在的条件为

l + c3 护 0 或 。△t护 O (2 0 )
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在此条件下有

。
石万砰乙

, > : ‘n 。
石万砰△

, 或 1 + 。 , > 0

( 2 1 )

因此有求根公式

又1召

c 一 + 2 c 3 士 , △寸匹
一

2 ( l +
c 3
)

当△ = (c
l+ 2c3)2一4( 1代3)(勺一c g < 0 时

,

又;, 为共扼复根
,

相应的谱半径为 又, ,

(2 l )

的模
,

P
( [

A
] )

~

c 3 一 c Z

1 + c 3
( 1 (2 1)

当△
>0

时
,

, : ,

2

为两实根
.
由
却
)中cos 。

石丁歹△
t< 1 两端配方后可证明

l 一 c , 一 c Z > ( 1 一
e 一 ‘.△‘

)
’
) o

( 2 4 )

所以有

4( l + c ,
) ( l 一 c , 一 c Z) ) o (2 5)

由此可证明

一 △ 、 (卜
cl)2

由于 2一
:> 0

,

因此式(26) 两端开平方后可以证明

(2 6)

气
,2 簇 1 (2 7 )

即相应的谱半径

p([A】)簇 l

综上所述
,

当△手0 时
,

之l举礼
,

此时可知「A1 的初等因子为一次 ; 当△ = 0 时
,

扁 又:= 几
,

但若有件0
,

或 ‘= 0 且 。△详k
二

(k
= 1

,

2

,

一
,

则

(2 8)

虽然
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P ( [诬1) < 1 (2 9 )

因此
,

式(9) 算法是条件稳定的
.
也就是说

,

仅当△ 二 o
、

C
= 。且 。△t= k

二
(k
二 I

,

2,

⋯) 时式(9 )算法才是不稳定的
.

1 相对速度连锁公式反演的数值稳定性

式〔10 )的传递算子为

「
_ 1+ e ,

+ 2 心。△ , e ,

1 2

—
一

州’一

{

’一 亡 1 ‘1’‘“△‘。】

c , + 2
c 2 + Z C . △t

c3

2 一 e , + 2 ‘。△t
c ,

}

( 3 0 )

其特征方程为

(2 一 e , + 2 ‘仍△t
e3)又’一 2 ( l + e Z + 2‘。△r

e3)又+ ( e , + 2
e 2 + 2 ‘。△t

e3)一 o (3 1)

有求根公式

兄1,2

1 + 。2 + 2 ;。△ , 。 , 士了(
1一 。 , 一 。 2

)
,

2 一 e ,
+ 2 石扭△ tc 3

(32 )

由于式(10) 存在的条件为

2 一 c , + Z C。△I
c3

tg“ ~ C

一 2汇一
。 一 ‘山△

矛。。s
( 。丫l一 ‘

’
△ , 一 : )1 笋 。

(3 3 )

满足该条件需同时有 亡子0 和 。△t手2k
二

(k
= 0

,

1

,

2

,

二
,

因此当式(10 )存在时可以由

式(33)证明

2 一 c , + Z C田△t
c , > o

( 3 4 )

且可证明式(24 )中

l 一 c
一
eZ> o (35)

由式(35 )可得
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c . + Z c
。

+ 2 乙。△t
e_ < 2 一 e

.
+ 2乙。△te

。

压 ‘ 一
J

I
一

J
(
3 6

)

根据以上三式的关系可以得到式(3 l) 的两个不等实根为

气二 1

又2 二

c 一 + 2 C 2 + 2‘田△t
c3

2 一 e , + 2 心口△t
c3

(37)

因此
,

相应的谱半径为

P([A ])= (38)

通过对其特征矩阵 例1一又[n 施以初等变换可知
,

由于 又;铸礼
,

相应的两个初等因子

以一又1) 和 (又一凡) 都是一次的
.
因此

,

当式(10) 存在时
,

该算法是无条件稳定的
.

4. 相对位移连锁公式反演的数值稳定性

同理可得式(11) 的传递算子及其特征方程
,

然后可求得相应的求根公式

又1津 二

2‘一 。△t
e , + 2 ‘eZ + 2( 2‘’一 l)。△t

e , 土幼万
一

2 [ 2‘一 。△t一 ‘
。 , + ( 2 ‘, 一 l )。△t

e3-
(39)

其中

△ 一 4 ;
’
( 卜
e, 一 e Z)

, + 。 ’
△ , ’

r
e

:

+ 4 e 2 + 4 ( 2 ;
, 一 , )

c 3
( , 一 c , 一 e Z)]

由式(39) 解析示 出谱半径并按式(l 2) 判断数值稳定性是较为困难的
,

别
。

文末所附图中示出了相对位移连锁公式反演的数值稳定性状况
,

条件稳定的
.

此时可用数值解来判

结果表明
,

式(川是

四
、

若干应用问题的初步讨论

振动测试是振动工程学赖以产生和发展的试验基础
,

振动观测数据处理则是振动工程

中不可缺少的工作环节
.
振动测试仪器的拾振器机械运动工作原理一般可用线性单自由度

受迫振动系统来表述
,

即该系统的运动微分方程为式(l)
,

其中七和 。 为振动系统的阻尼

比和 自振圆频率
.
显然

,

拾振器获得的振动信息为式(l )中的贝t)
、

贝t)或只t) 时间过程
,

并不可能直接记录到实际振动量戈(0
.
若对测得的某个反应量进行微积分

,

例如测得的反

应量为夕(t)便进行微分和积分各一次
,

以期同时得到火t) 和y( t)
,

再代人式(l )才可算得

欲t)
,

这便是振动观测数据处理中仪器误差校正问题
.
在强烈地震的近场强震观测数据处
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理中
,

这一微积分运算通常采用了人为假定的数值计算方法
,

因此校正结果将随该假定的

截断误差不同而有差异
.
由于截断误差的引人

,

人们只能再借助滤波技术
,

而滤波频段的

确定又是经验性的
.
连锁公式法则提供了避免微积分运算和滤波

,

直接由某一反应量反演

实际振动输人戈(t )
,

而由戈(t) 便容易较为准确地计算方(t) 和x (t)
.

连锁公式法为一种时域算法
,

该方法的反演公式用于振动测试数据处理
,

仅要求已知

拾振器的阻尼比和 自振频率
,

而并不要求拾振器有较宽的振幅和相位直线频响特性
,

因此

该方法不支持拾振器线性频响曲线频带越宽拾振器性能越好的概念
,

从而方便了测振仪器

的研制和扩大了现有仪器的使用范围
.
显然

,

连锁公式是一个自校正自适应的时间序列数

学模型
,

由于该公式较为简单
,

因此便于固化在测振仪器之中
.

连锁公式法不仅可用于结构动力反应分析和反演
,

也可用于结构模态识别
。

连锁公式

法反演的稳定性证明为该方法的正确应用奠定了必要的理论基础
.

本文是在刘恢先教授指导下完成的
,

特此致谢
.
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第 3 期 振动计算连锁公式法反演的数值稳定性
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图 相对位移连锁反演的数值稳定性(T ~ 丝
)


