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摘 要

本文 得到了 双参数
�

池基 ��
� � 比 �

��� �� 上圆板非轴对称弯曲的精确解 作为例子
,

详细研究 了

承受偏心集中力作用的圆形板 从文中得到的结呆可看出
,

文献〔� 〕中 轴对 称 情 况 下 改 进 的

��
二 � 。�

解是这里的特殊情况
。

一
、

前 言

对于 � �� � ��
�

基础上圆板弯曲间题
,

早在五十年代就有许多作者进 行 研 究
。

但 由 于

� � � � �� � 基础上表面发生位移仅限于受荷区
,

这大大限制了对 于具有少许粘性或具有传递力

性土介质中的应用
。

�‘巧 � 年 � � � 亡� 「。 � � �
�

�
,

提出了一种双参数地基模型
,

即模型用两个独

立的弹寸士常数表征
。

对于双参数地基 �� �� ��
� � � �� 上圆板弯曲

,

也曾有作者对此进行 过 研

究
,

但研究大多局限于轴对称弯曲倩形
,

对于圆板非轴对称弯曲
,

却研究较少
。

本文得到 了 � � � �� � � � � 地基上圆板非轴对称弯曲的精确解
。

作为数值算例
,

详细研究了

承受偏心集中力作用的圆形板
。

从文中得到结喂可看 出
,

文献〔� 〕中轴对称情况 下 改 进 的

� �� � � � 解是这里的特殊情况
。

二
、

问 题 的 方 程

弹性地基上圆板的基本方程为

� � � 叨�
� ,

日� 二 � 一 �

式中 , 为
�

地基反力
,

对于双 多故地基 �尸
� � �� ��� �� 有

� 二 � 切�
� , � � 一 �

� � � 功 � 尹
、

, � �

将式 �� 一� �
‘

代入 �� 一 �� 中可得双参数地墓上圆板的控制方程

� � ‘四 叱� , 口 � 一 � ��军
之四 �

� , 口 � � �切 �
� , � � � �

�� 一 ��

�� 一 � �

�� 一 � �

护秘�二
沼

式
‘

�
�

。� � 日
�

一 �
, 、

一
、

十
�

一 二一 �
� � ‘ 了

�

习�

� �
‘�

几们 二户犷
,

伪
, 、 分别为地基特征参数

, 。 �
� , 口 �为地基表面的位移

, 尸为外

载荷
。

本文于 � � ��年 � 月收到
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程一
一此时圆板发生变形的内力可表示为
�

� 动

口
,

�

—己�

�
� � 一 �

�“切 � �

��
� “ �下

己功

� �

�
十万

文� 一� �
�一尸

十

日三之即

� � �

�
� —护

�
二

��
�厂卫�
��

�
。 � 一 �

� 切

己�

�

望望� �
己� 己� � �

�一尸
十

卫尸竺。
���一八日�

� � 一 �
� � 却 �

丽了 � 下
� � 切

� � �

� �理

� 口�

��
口

一
” � ‘ 一 “ �

�
一

于
日公功

� � ��

三
、

一般弯曲解析解

方程 �� 一�� 即为双参数地基上圆板一般弯曲的基本方程
�

� 甲‘。 � � ,
日 � 一 �

, � �切 � � ,

口 � � � 切 � � , � � � � � ,
,
。 �

引入无量纲 口
、

� � �
� �

,

其中 刀 � � � �
,

则方程 � � 一 � � 可改写为

� 艺� “。 �
� ,

口 � 一 刀
日� � 。 �

� , 口 � � 二 � � , 口 � � � 〔�
�
。 � � ‘

� � 一 � �

� � 一� �

其中
�

。 � 。

户
‘ 二 一几二 �

‘

刀

而方程 � � 一 �� 解可表示为 田 � 切 二 十 切 , ,

其中 二 , 为方程的任一特解
,

根据荷载情 况 而

定
。

齐次解 。 ��

满足下列齐次方程
�

� “� “。 � 一 刀
“� “。 � � 川 � � �

� � � 时
,

方程 � � 一 � � 可分解为

� � “ � � ‘� � � � � � � 一
�

� 切
。 � �

� � 一� �

� � 一� �

刀
�

仁� � � � 一 —
�

月
�

�
�

当其

则方程 � � 一劝 的解为

、 , �

艺 〔� 二
� � ·

� � � � � 二
·� ·

� � � � � 二� ,
·

� � � � �二, �
·

� � �〕

� �
。� 〔, � � 口 � �

。 � � � � 口� � � 一 � �

其
,

�

�
。

�

�
。 , ,

� 二
� , � � 。和 � � 以及 翅

。 , 刀
。

为待定常 数
,

而 实 函 数
� 。

� � � , � 二

� � �
,

�
�

� � � 和

� � 分别为

� , 。
� 、 � �

一

李�
一

�
, �

艺 �

。 。

� 、 � 二 � ��
� 忿 �

二誓�
· ,

·

�一誓��
·

�
二誓�

一 ,
·

�一誓
一

音�
�

·

�
二誓�

· y
·

(

一誓
(3一 6 )

,

!

J I-l 月

ee

J、、r1..l了

l

产
‘

f

。

(
x

)
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肠( x ) =
2 i } (

二誓卜
y·

!

一譬))
n = 0 ,

1
,

2
,

⋯

其中

六

—
第一类

刀
阶 B

ess el函数
。

y

。

—
第二类

儿

阶 B
essel函数

。

故方程 (3一 2) 解为

。 =

艺 〔e 孟
:u 二

(
x

)
+ c ;

Z v
。

(
x

)
+ c 二

3
,

。

(
x

)
+ e :

;
g

,

(

二
) 〕( ,

。c o 、 n ”+ 。
。5 ‘n n o )

+ 功 r

此时圆板变形和 内力表达式为

(3一 7 )

。。 1 器
_ ‘

_
_ . , _

.
_

一石下 - = 二
-
夕

」
L C 二, u

。

又x ) + C 扁Zv 二吸x ) + C 矗3J
。

又x ) + C
“ ;

g

。

吸x ) J

Ur L ”
二犷。

( A
oe o s 九口+ B

二 s
i
n n 口) + 0 ,

M

一条
。

叠{
·;
!

卜
(· )

5
1

一
(· ) 一。

一旱
。
; (

二 ,

一

答
二(

·
)

{

· c ‘
2

卜
二(

·
)
·
i

一
(· )

一
‘

一

工

碧(
·二( · )

一答
二 ( · )

)
1

· 。:
a

}

g 一‘

一
,

·

(
·
)

一
‘气 些 , ; ( ·

)

一

髻
‘

·

(
·
)

」
· c “

4

卜
,

·

(
·
)
5 1

一
。
n
( ·

)
(:。 S

一件些
g;(· )

一

答
g· ( ·

)

)
{ }

( ,

一
。· 。

。S
;
· : 。, + ,

r ,

二
, = 一

昙睿
。

{

·“
】

卜
/· ·

(
·
)
·。 5 · · /!·

·

(

一旱
,

·
; (

·

卜答
二 ( · )

{

· c :
2

{

一 ; 二( ·
)
。。 S

一
;二( · )

5 1

二

班1丫2(
二( · , 一

答
二 ( · )

) {

· c 一

卜
产‘,

·

(
·
)

一
。g

·

(
·
)
5 1

二

· 至片些
(
‘“( ·

, 一

答
‘

·

(
·

)

)
{

· c ;
4

卜
。、

·

(
·
)

一
, ,

·

(
·
)

S ,

⋯
, 一

户(
。“( ·

卜誓
g·

(

·
)

) ) }

( ,

一
“· 。

一
“· 、

日,

Q

一多
:
拿

。

{

一;
1
〔

一
;(· 卜 51二。

; (
二 。+

(3一8 )

+ C 二
2
〔一

5 in a u 二( x ) 一
e o s a ”二( x )〕+ C 二

3
〔一

c o s a
f 盖( x ) +

sina g孟( x )〕

+ C二
;
〔一

5
i n a j 二(

‘
) 一

c o s a g 篇( x )〕
·
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(A
。e o s n

o + B

。 s
i
n n

s
)

+
Q

r ,

D ( 1 一 。 ) 导 {
_,

f

。 , , , 、 。。

(

二
)

)

皿
r口 = 一 一 一丁石一— 2 ,

万 U
。 1

1 一 气u
。

L x 少 一

—
,

厂
,

} }

戈 戈

J

)一恤一
、

(

(以
· , 一

岑
2
!」

· c 二
3

)价
;(·卜 应rlesl

L
勺白

,习

C十

_
「
”
/

,

爵 \1 l
,

_
, 、

.
八 、

+ 七 J
I一19

,

一一 llr火万
。(二0 5 n 口 一 刀

ns llln 口
) + 叔

r
妙

! x \ x Z 」J

表达式 (3一s ) 中记号 。 , 、

口, 、

对
r, 、

Q

r , 、

材
。,

和 对
, 。 , 分别为相应内力对应 于 功 , 的 特

解
。

式

当

(3一 8 )

= 0
,

即为双参数地基上圆板一般弯曲情形的精确解
。

问题即退化为弹性地基上圆板轴对称弯曲情形
,

各未知量仅是
r
的函数

,

而

\!

⋯
,

⋯
llj.eseses

与 。无关
。

此时式 (3一8) 退化为 (同时设 C 6
,

A
=

c
。: ,

⋯
,

C 舀
;A 二

C0
;
)

M
r。 =

O

艺。 =
C

。 , u 。
(

x
)

+ C
。: v 。

(
‘

) + C
。。

f

。
(
x

)
+ C

。;
g
。
(
‘

) + 切 ,

日理

百
r一 “ C

o l“
6 (

‘
) + C

o Z ”
6 (

“
) + C

o 3
f 占( x ) + C

。;
g 舀( ‘ ) + 日,

!!

|

!1
.

|
/

“

一券{
cOI
卜
(· )

5 1

一
(· )

(
、

( )

一件
丝)

·

: (
·

)

{

一卜
一(

·
,
51

一
(· )

一
‘工书2

·

; (
·

)

」
一}

一( · , 51

一
‘
。
(
· ,

一
‘工厂〕, ; (

·
)

{

· C
0 3

!

一 ‘
。

‘· ,
51

一
;。( ·

)

一
恤; 四

·;(
·

小
、

·户

、
‘

一券{
cOI
}
一 ; 一( · )

一
。一( · )

5 ‘

⋯
‘

一

共,
·
; (

·
)

{

· C
O Z

{

一 。一 ( · ,

一
。一( · ,

一
丝

一

户
·

; (
·

)

}

一⋯一
‘
。
(
· ,

·。·

一
(· )

5 1

⋯兴
些 , ; ( ·

)

}

· C
O4

〔
一 。g 。

(
· ,

一
。‘

。
(
· ,

S‘二 班上二二2
。;(

·
)

{

· 、
口,

Q

一另{
e。 !〔
一

。( · ) 一
;
⋯;
(· ) 〕

(3
一9 )

+ C
。:
〔一

5 1 , , a u 。
(

x
)
一 c 0 5 u v

6 (
火

) 〕

+ C u3〔一 c 0 5 a
f 舀( ‘ ) +

5 1 ,‘u g 占( x )〕

+ C o4〔一
s in a

f d (
x
) 一

e o s a g 6 (
x
)〕+ Q

r户

式 中
u。

(
x

)
, 。。

(
x

)
,

f

。
(

x
) 和 g

。
(
x

) 即为式 (3一6 ) 中 n = o 隋形
。

对式 (3一 s ) 应用递

推关系略加变换
,

可化为轴对称情形下改进的 v l
az。 v

解
。
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四
、

承受偏心集中力作用的圆板和算例

设在双参数地基上有一半径为
。 ,

周边简支或夹

支的圆板
,

在点 A ( b
,

0 ) 处有一偏心集 中 力 尸
二

作

用
,

若将点 A 置于
x
轴上

,
_

巨角 日从集中力作用点半

径量起
,

则A 点有 o
= O。 如图 1

。

此时圆板变 形 关

于轴
x
对称

,

则对表达式 (3一 8) 有

B 。
=

0
了才 = 0

,
1

,
2 ( 4

一
1 )

即仅需取第一个级数
。

我们用半径为 6 的圆柱截面将 圆板分成内外两部

分即 。簇
r
簇 b 和 b 簇 r ( 。 ,

在这两部分上挠度 及 内 力 分 别 设 为 叨 , , 功: ,
⋯

,

M

r o l ,

M

r o Z ,

其中待定系数 C孟
、
A

:
=

c
。 , ,

c 二
ZA
:= C

oZ,
⋯ 随二: , 二: 下标变化作相应变化 C {

, ,
C

:

2 ,

⋯
。

且在圆板内外两部分上荷 载 p
二 O

,

对应各特解 。 , ,

Qr

, ,

⋯均 为 零
,

因 而 二 二 二
Ho

由于在圆心
r 二 o 处

,

挠度及转角为有限值则有
:

C盖
。 =

C 盖
峨二 o n = 0

,
1

,
2

,
⋯ (4一2 )

在圆板内外两部上各内力
,

考虑式 (4一 1) 和 (4 一
2) 后

,

还剩下六个待定系数 C,1
;、

C 孟
2、

c 粼
、

c 若
:、

C 元
‘。

这六个待定系数可由下列条件决定

设周边为夹支
,

则有
r 二 a

处

{

四2( a
, 口 ) = 0

甲
rZ
( a

, 口 )
= 0

圆周上存在连续条件
:

却 工
( 6

, ,

口 ) = 加
2
( b

,
0 )

切
r,

( 6
, 白 )

= 切
r:
( b

,

口 )

M
rl
( 6

, 口 )
=
M
rZ
( b

, 口 )

( 4 一3 )

卜在
和以

(4一 4 )

第六个条件由于剪力在圆内除 A 点以外处处连

续
,

则根据在 A 点剪力不连续条件有

Q
rZ一

Q
r , =

P
二

( 4
一5 )

由于式 匆一
5) 左边是一个余弦级数展 开 式

,

因而我们需将 集 中力 尸
二

展为 F
ourier 级数

。

首 先

设由 b
·

2

·

△口局部线荷载来代替 集 中 力 p
二 ,

如 图

2 。

则在 一 △o 和 十 八o之间
,

线 荷载强度为
:

尸
二

2 6 △日
= co ss土 ( 4 一 6 )

由于任意函数的余弦级数展开可应用取偶函数的方

法求得
。

因为是在极坐标 ( 一 ,
o ) 中

、

则设 T = 2 ‘

{

图 2

扒( o ) 可表示为
;
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1
P

二

L 口 ) =
-二. A

。
+

乙

A
oe o s林8 ( 4

一7 )

8艺
=

有
:

2 l’,

A
‘、 = 一

兀

Q 厂△0

P
二

( 0 ) d 日 二
二 }

P
:cosn口d o =

尸
二

Z b △0

尸
:

Z b△口

尸
,

d 日 = 一
一 丁一
r b

( 4
一 8 )

e o s n
s d 口

0△o产.‘.,l t..

尸
z

军 b n 八8

5in n 么口 ( 4
一 9 )

因而线荷载余弦级数可表示为

p 二

/

1

p

‘

吸” ’“ 万‘
(
万+

5inn△0
n 八口

eo s几口 ( 4一 1 0 )

8艺
=

当 △o ~ o 时
,

即局部线荷载的极限来代替 A 点集 中力
。

式 (4 一
1 0) 变为

尸
二

1

1

P

二

又口 ) = 一了下
-
!丁 +

兀 o 火
乙
艺
cosn” ( 4 一1 1 )

式 (4一 5) 可写成

尸
二

了1 答
QrZ一 Q

『‘
’
.
,

『一“ =

丽!万
+
户

, C“ s ” ” ( 4
一 1 2 )

由式 (4一 3 )
、

( 4
一4 ) 和 (4一 1 2 ) 即可决定待定系数

。

我们对双参数地基 (P as te
r
na k) 上周边夹支圆板进行了数值计算

: ( 1 ) 圆板在沿
r =

b 圆周上有均匀线荷作用
,

即为式 (4一 1 2 ) 中 ” = o 轴对称情形
。

( 2 ) 在圆板 A 点( b
,

o )

有集中力 尸
,

作用
。

计算时取
。
/
b = 2

, 群 二 0
.
1 67

, a

/
2
二 4 7

“ ,

所得结果图 3 所示
。

1

.
0 0

.

8

。
’

U

产

琳
、、
尹l

日
.
减 0

.
8

图 3 过集中力作用点A 直径挠度

对于周边简支的圆板弯曲
,

可用上述同样的方法予以解决
。

当 6
= o 时

,

即集中力 尸
二

作用于圆板的中心
,

属轴对称弯曲
,

考虑到集中力作用点挠

度为有限值
,

式 (3一9) 中有 c0
;= o ,

余下三个待定系数可分别有边界条件 (二个) 和中心

处剪力平衡条件 (一个) 决定 ,
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