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摘 要

本文采用文献〔 � 〕的插值函数
,

改变权函数的选择
,

构造 了对称刚度矩阵 � 于是
,

在计算时可采用对

称矩阵的熟悉技巧
,

使解题规模得到扩大
。

如采用通常的有限元装配方法
,

可解决梁杆结构问题
。

从计算的

例题看到均有高精度的结果
。

一
、

前
� � 一
� � � � � �
� � � �

�
�

‘二二

在文献〔 � 〕中
,

引入了高精度的形函数
,

扩充了梁节点的 自由度
,

由控制方程得到

并不对称的权残法单元刚度阵
,

这与固体力学熟知的有限元法比较
,

在使用 上显得颇感不

便
。

本文继续使用文献〔 � 〕的插值函数
,

来构造对称的单元刚度阵
,

写出它 的 具 体 形

式 � 同时计算了考例
,

得到满意的结果
。

对于梁杆结构的问题亦按类似有限元的方法进行

装配处理
,

并计算了简单刚架问题
,

获得高精度的结果
。

二
、

单刚的推导

取节点自由度为
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可见一个梁单元具有 � 个自由度
,

�

每一自由度采用上述表示后
,

纲
,

引入变换邑
� 二
��

,

利用七次插值多项式
,

经适当运算后 〔 �

值公式
�
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它均具有挠度 的 统 一 量

〕 ,

可得如下 挠 度 却 的插
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以上形函数所构造的解答
,

可以对梁单元上具有不超过三次多项式载荷时得到精确值
,

不

必要叠加固端反力所引起的材料力学解答
。

若记上述 。代入控制方程获得的残数为�
,
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其中
, �为杆长

� � 为弹性模量
, � 为截面惯矩

。

采用最小二乘法构造泛函
,
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其中

a l“ 3 1 5 0
, a : =

4 2 0

当 q 二 常数时
,

载荷P 为

, 二

智公
, ( 。 , 。 ,

0
, 一 1 0 5

, 。 ,
o

, ” , ‘”5 , ·

( 1 4 )

在q为其它载荷时
,

不难由式 ( 1 1 ) 算得P
。

若单刚的局部坐标的方 向与整体系不一致时
,

可相仿地进行坐标变换
,

于是就得到在总

体坐标下的单刚
,

然后再按有限元求解结构 力学问题的步骤进行组装
,

但比时还要引入轴

向位移和轴向力的残数
‘ “ 。

三
、

考例计算

利 用式 ( 13 ) 的刚度阵
,

对一些简单梁的例子进 行考核
。

例 1 承受均布载荷的简支梁

作为一个单元
,

由于梁两端简支
,

于是有在两端处* 和 M 均为零
,

因而去掉上述单刚

中的 1
、

3

、

5

、

7 诸行和列
,

得单刚和载荷列为

对称

216 a l 3 a 2 204 a ]

K = a : 3 a ,

对 2一6 a l

称

3 a l

a :
/ 4

3 a Z

口 2

6 8 0 4 0 0 1 2 6 0 0 6 4 2 6 0 0 9 4 5 0

4 2 0 9 4 5 0 1 0 5

6 8 0 4 0 0 1 2 6 0 0

4 2 0

一 1 0 5

1 0 5

K 齐= P

即得
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它是精确解
。

例 2 承受均载的固支梁

仍取作一个单元
,

由于梁两端固支
,

于是在两端处有。 = 0

列的 1 、

2

、

5

、

6 诸行和列
,

剩下的矩阵为

+ 七一 毛
2

= 0 ,

故划去单刚和 载 荷
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于是固支梁的挠度表达式为
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它也是精确解答;

上述两例中剪力O
、

弯矩 M
,

以及挠度。
、

转角0的记号均同材料力学规定
。

例 3 简单静不定刚架的分析

如图 1所示
,

由三根等长均质等截面梁固接而成刚架
,

下端均为固支
,

而在上面一根

横梁上作用着集度为q
。的均布载荷

,

现把此刚架分成三个梁单元
,

对每一单元分 别 利 用

式 ( 13 ) 及式 ( 14 ) 形成弯曲刚度阵及右端项
,

然后再使用与文献 〔5 〕相仿的 方 法
,

形

成轴向刚度及载荷阵
,

再经坐标变换后
,

在总体坐标下装配
,

形成系统的总刚和总载荷列

阵
。

最后
,

考虑到边界条件
,

代入方程组
;
求解所得的方程组

,

便可得到 2 号和 3号节点

的位移和所有四个节点的内力
。

在计算中选取
。 =

10
6 ,

获得的结果见表 1
,

其中
。的 意 义

参阅文献〔 5

形梁情形有
a

〕
, a

1 2 1
2

一
l
‘2

= A I
“

/ 几 A 为横截面积 , I 为截面惯矩; I为梁元长度
。

对高为h的矩

,

由此可 见
,

a 是由梁的长高比所调节的参数
。 “
对结呆的影响列 在表
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2 中
。

在表 l 中还列出了解析解和文献〔 3 〕作出的有限元解以资比较
,

由对称性只列出

第 2节点的结果
。

图 1 简单刚架单元划分

衰 1 节 点 二 处 的 位 移 和 应 力
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表 2 不 同 值 对 结 果 的 影 响
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从表 2 可 见
,

不 同的
a值影响结果的数值

,

但当
a > 10 “时

,

结果趋向于 稳 定
,

当a减

小时
,

刚度增大
,

因此弯矩减小
,

这就是本文考虑到轴力影响对绒果带来 的好处
。

四
、

结论与分析

本文采用最小二乘加权残数有限元法
,

很大程度地简代了文献〔 5 〕的公式
,

同时也

大大简化了计算的 工作
一

吸
,

节约计算费用
。

从计算的例题可 以看 出
,

本文的方法具很高的

精度
,

为梁杆结构系统的分析计算提供了一种 良好的方法
,

它和文献 〔 5 〕的方法一样
,

劝不钮过三次的横向载荷情形均能提供与解析解一致的结果
。
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第二届全国青年力学协会将于1988年8月在湖南举行

第二届全 国青年力学协会年会将于1988年8月 22 一26 日在湖南省举行
,

现在开始征稿
。

参加合议的学术论文
,

至少应在思想
、

方法
、

结果等一个方面有所创新
,

且未在公开

刊物上发表过
。

力学各分支均可作为讨论内客
。

会议将鼓励新兴学科和 国内薄弱分支学科

的研究工作
,

优先录用交又学科的论文
。

征稿截止 日 期 为 198 8年4月10 日 ( 以寄信邮戳为

准 )
。

联系人
: 1000 80 北 京市 中关村 中科院力学所博士生于欣

( 木刊记者 )


