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单 元 中 的 应 用

全 立 勇

�北京航空学院、

摘 要

本文基于能量这个基本概念
,

获得了适用 于线性和非线性弹性力学的多参数变分原理集 合 犷贾
。

并且
,

研究

了它在� �� 。 , � � � �。梁和� �皿 ��  ! 板有 限元分析中的应用
,

数值结果表明
�

适当地选取变分 原理 中的某个参 数不

仅可以改善单元 的收敛性
,

并且还可以克服
“

剪切 自锁
”

引起的困难
�

前 育‘二二

弹性力学中最先得到发展的是最小势能和最小余能原理
。

跳�� ��
� � ��� � �� 和�

�

� � �� � � �

� �
川 先后提出了以位移和应力为独立变分宗量的 �

�

��� ��
�卜 � � ���

� � �
变分 原理

。

胡 海 昌教

授
‘”和彗津久一郎

�” 亦先后提出了胡海昌
一

鹜津久一郎变分原理
。

近年来
,
文献以」� 仁�〕进一步研究了弹性力学中的变分原理

。

钱伟长教授
〔� ’
提 出 并采

用高阶拉格朗 日乘子法
,

给出了具有任意参数的变分原理
。

胡海昌教授 “ ’
和罗恩

‘” 用线性

组合法获得了带参数 的变分原理
。

本文从能量这个基本概念出发
, 用参数变易法

,
推导出弹性力学中较为一般的多参数变

分原理的泛函
。

文中的部分泛 函与文 献〔� 〕
、

〔� 」的等价
。

而且
, 文中研究了泛函刀

� �

在有

限元分析中的应用
, 指 出恰当选取某个参数

, 可 以改善单元性质
,
并且克 服 �� � �� �

� � �。 梁

和� �� �� �� 板中
“

剪切 自锁
”

引起的困难
。

一
、

弹性静力学问题的描述

设有一个弹性体 �
,
其体内作用体积力�

‘。 � 的边界面为�
,
且� � �

。

� � , ,
其中 �

。

为

已知边界位移
双 ‘的边界面部分

,
� ,
为 受已知力 � ‘

作用的边界面部分
。

则有

��� 静力平衡方程
�

�� � 应变位移关系
�

� ,

一 � �
‘� � 气在 � 内 � 气�

�

� �

� ‘ , 一士 �。 ‘一 � � 一 ‘� , � �在 � 内� ��
�

� �

本文于���  年�月 收到
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�� � 应力应变关系
�

口� 一 口�
仃“ � 厉石玖

己 “ � 瓦
�在 � 内� ��

�

� �
,

� �

式中�和 �分别为应变能和余能密度
。

�� � 外力已知的边界条件
�

� ‘ , , �
一 户 ‘� � �在 �

, 上 �

�� � 位移已知的边界条件
,

� ‘一 � ‘� � �在 �
,

上 �

又符号与文 献〔� 〕相同 � 式 ��
�

�� � ��
�

�� 构成了弹性静力学的边值问题
。

方便
,
省略各式中各量的下标

,
并记

� � 二 � ‘

川
, � � 二专 �� ‘� , � � 一� ‘

�

刀
,
� 三 � ‘户街

��
�

� �

� �
�

� �

为 了以后书写

二
、

参数变易法及弹性力学中的多参数变分原理

我们分别考虑非线性与线性弹性本构 关系两种情形
。

�
�

非线性弹性本构关系

在弹性体 � 内
,
应 力

、

应变和应变能
、

余能密度分别可以用三类场函数表示
。

若记

� � 口� �� � 口� 口� �� � �

万了三
一

万厂
’ 百万

一

三 口�� �

厂

口�
� �

� �� � �
� � �� � � 刀 � � �� �

� 万二, 兰 口月 � 一只了
�

� � 口吸一石二一 】, 一石二 注一
�

万三
� � � � � � � � � � �

一

� � � �

喋一
。。

�餐�� �餐�
,

韶一
。刀

�
一

豁�风言为

��� 应力的可能表达式
�

口� 刁�
��

�

� �

�� � 应变的可能表达式
�

口� �
�

—
石

�

甲
�

—
�夕�

口�
��

�

� �

��� 应变能密度的可能表达式
�

�

�
�

,

� 口� 、

月 �巴 �

—
丑 ��夕�� �

—
丑 � 凡

�

�
� � � �

��
�

� �

��� 余能密度的可能表达式 �
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刀�·�

一
�

�餐�一
丑

�餐� ��
�

� �

设 �
‘ ��� � , � , … , �� � 为不个为零的任意可调参数

。

组 合 式 ��
‘

� � 和 ��
�

��

考虑式 ��
�

� � 和 ��
�

� �
,
我们有

好

刀 � ���「、
�
。。� 、

, 。

擎
� 、

。

。。 � 、
,

掣
���

一

“
口�

“ ’
� �

��
� �

。
二筑

一

� 巴

口�

犷 � 凡
口�
百几 � � � �

,

� 巴

口�
一

石丁� � � ��
�
八 只

� �

口� 口�

口� 口口

� , ,

口� �
� , 二 � 、 � , 。

、 �

�
�
�

、 � , ,

十 八 。 一不下
�

刀 �十 �又 � 。班 � � �十 八 � � 刀 �� � 十 八
, ,

刀 �刀左 �十 八 � � 丑

哪
� �

一
�

�

� 、
� ‘�

�臀�
� 、

� 。 �

�瓮�
一 ,

�‘〕、� �

��
、

� 。

子
·“·

� ,

�
�

�丁
(一 万)D

.(、 ; ?a + 、 :。

餐
+、 :。
豁)

、:

S.

若设a
、 。、 。

为独立变分宗量
,

则令上式变分为零得
:

K l·+ ( K
4
+ K

l 。
)

餐
+K?
餐
+
豁
(、 ‘·

+ 、
。

盟

+K6D· + K
、‘

臀)
一。

(在V 内) (2
.
6)

K l· + ( K
Z
+ K

l :
)

器
+ 、3D ·

+

罗(
、
5

餐
+、:a

+ K
S

餐
+凡 。

盟)
一。

(在V 内) (2
.
7)

D :K
3。
+ K

。

臀
一

+
(
、

。

+ 、
1:
)

瓮
一

+

穿
(、 , ·十、。

器
+KOD· + K

, 。

盟)」
+厂一。

K
I 。
歹 + D

.
〔、

3a + 、
。

餐
+(、 。

+ 、
.
)

瓮
+
岁
(、 7·

( 2
.
8 )

+ K
吕

臀
+KOD· + 兀!5

臀)!
一“

(在S 犷上 ) 吸2
,
9 夕



工 程 力 学 第 4 卷

乞‘一 盆 二 O (在S
。

上) (2
.
10 )

、:
, :

)
。 + 、、

。
+ 、1: )

瓮+(兀。
+ K

, :
十 K

l 日
)

口
‘

往

乡了才
入D

十

豁卜
:· 十、 8
盟

一

+ 、
。

Du

+ 凡
。

瓮
一

} }

一 。
(在5

.
上 ) (2

.
11 )

对于任意给定的一组不全为零的参数K
‘

(t’~ 1 , 2 , … ,
1 9)

, 如果我们能由式 (2
。

的 ~

(2
.
n ) 推出式 (1

.
1) ~ ( 1

.
5) ,

则称这组K
‘
为可取点

。

由所有可取点形成的 集 合 叫可

取点集
, 记为R

。

因此点集R 中的每个元素均对应一个变分原理
, 这样我们就得到一 个 变分

原理集合V
*。
由于点集R是无穷集合

,
故V
*
亦为无穷集合

。

式 (2
.
5) 是属于V

*的变分原理

的一般表达式
。

仔细研究式 (2
.
6) ~ (2

.
n ) ,

发现当K
‘
服从表1的选取规律

, 且

K :5 = 一 K 。 ;
K

, 。
= 一 1

;
K
L 7
= 一 1一 K

, 。
一 K

l 。
( 2

.

1 2 )

则式 (2
.
5) 给出具有三类独立变分宗量的变分原理

。

表 1中 泛 函17 , ‘
( f = 1

, 2 , 3 ,
4) 的

表达式见附录 I 。

泛函中出现的各参数K
‘为不破坏表1中限制性条件的任意常数

。

若解 除表

1中某个变分原理的某一个限制性条件 (即令该参数为零 )
,
则须引入相应的约束条 件作为

该变分原理的约束条件
,

从而保证变分结果等价于式 (1
.
1) 一 (1

.
5)

。

这时
,
变分原理的

独立变分宗量由三类降为二类或一类 (解除全部限制性条件)
。

若H
*l中的参数五: ~ 亢

。
二 五

1。
= 兀

、。
= 0

, 五 3 ~ 1 ,
则退化 为文献 〔7 〕的变分原理

。

若进

一步令K
,

= 一 1 ,
则得胡海 昌

一

鹜津久一郎变分原理
。

表 1 泛 云刀中部分药 ‘

的取值规律

泛 函 } 保留的K ‘ K i = O 部分K ‘之间的关系 限制性条件 { 约束条件

二 :
:
(。

, 。 , 。
)

‘一 1
,

2

,

3

,

9

}

‘

: ;

,

:

、
6, {

;
:

:

二: ;: :厂;::
2一 “3 ,

厂
挤共

加 /
,

的 “

一…蕊
:二
粼ll.l----:.:

一
‘

哥牟

一
{、
一

{

·

: :

二二
3
…周
~
畏鑫

· , 。
(二

e’f’)…
‘

一洲
:二 。

: :
: 二

。
{

一罄
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2. 线性弹性 本构关系

对于线弹性体
, 式 (2

.
5)
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简为化为

“·
( a

, · , ·
) 一

}{}

:‘
la 二 + ‘

Za ·

”
·

a

+ ‘
3a

·

D

·
+ K

4 ·
·

…

十、
。·

…刀
·
+ 、

。
D
·

…刀一 , ·:“+
{J
‘
7
下
U“:

户 S

+

.

{ {

( 。一万 , D
·

‘K
3“ + ‘

。

…+ K
l。
二 D · , .d “

(2
.
13 )

式中K
‘

(l’~ 1, 2 , … , 1 0 ) 为不全为零的可调参数
。

若设口
、 。、 、

为独立变分宗量
,
则令上式变分为零

,
得

K ;a + ZK ‘ a
·

e

+ K

。 a
·

D

u

= 0
( 在 V 内) (2

.
14 )

兀
, e

+ Z K
: 乡

·

a

+
K

a

D

u

= 0
( 在 V 内) (2

.
15)

D (K
3叮 + K

。 a
·

e

+

Z K

。a
·

D U
)

+ 了= 0 (在 V 内) (2
.
16 )

K 7尸 + D
.
(凡
3a + K

。 a : e
+ z 兀

。 a
·

D

u

) =
o

( 在S ,
上) (2

.
17)

D
。

〔(K
。

+ K
。
)
a
+ ( K

S

+ K
。
)
a

·

e

+
( 2 茄

6
+ K

, 。
)
a

·

D

。〕== 0 (在S
。

上) (2
.
18)

u一 “
== 0 (在5

.
上) (2

.
19 )

记 2砚
:
为相应的可取点集

; V *:为变分原理巢合
,
则式 (2

.
玲 ) 是V

R:
中泛函为一般友达 式

。

做相同分析
,
我们有

:
若K

‘
服从表 2 的选取规律及

K 。

~ 士 (1一 K 3一 K
。

)
;

K
,

= 一 1 ; K
。
= 一 l一 戊

。
一兀

。
( 2

.

2 0
)

则式 (2
.
13) 给出具有三类独立变分宗量的变分原理

。

表 2 中的泛函表达式见附录 且
。

关于

限制性 条件
,
结论同上

,
故不累述

。

若令汀
: 。
中的K

。
= 尤

: 。
= O

,
K

。
= 1

,
则H

:。
简化为钱伟长用高阶拉氏乘子法推出 的变分

原理
。

若进一步令凡
:
= 一 1 ,

则得胡海昌
一

鸳津久一郎变分原理
。

若兀
: 笋 0 , 刀 :

3
的变 分给出

余能形式的物理方程
,

故按文献〔8 」的分类
,

我们可以认为汀
: 3即为第11 类变分原理的 泛函

表达式
,

所不同的是几何方程中包含了物理方程的影响项
。

进一步若应力场满足平衡方程
,

则11
: :和刀:

3
简化大第 6 类变分原理的泛函表达式

。

表 2 泛函H :中部分K
‘
的取值规律

泛
” .l ’

i’’’’
‘

赢洲斌翔
””

11’
..

’ ‘
.l ’

漏蕊碌
一”一

~
,’’(’’
赢茹

{ ! { 一

}

尺 3 一。

_
.
1

·
_

1

.
_

}

一 ,

八 , 一 ,

一 !

11 乙
i 戈a

, e , u

) 】 .= 3 ,

4 }

,
= l } 八 2 = 一 一万一 , 入 ,

= 一2人 一 }

—
一
-
一1 1 ‘ 1

{ 一 … …
K ‘一。

约束条件

刀乙 2
(
a , e , u

)

5

…
‘一2

…
K3一;

且;
K

4 一

寻
(二 :+

忿一 D
u二0
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‘
’

{

一

{

一

”
__ ’

{

’

K

l 一。

!

。一b a 一。

TT
_

{
_

} __
K

, _ ,

1

. , _ , , 、

} {

1 1 二 3 又o
, e , u

)

;
= 1

,

5 一 ‘“ 3 } 入 2 “ 一 石~ ; 入 一
= 一

一

二于一 (入 盆+ 入 s )一一

—
一 一 }

“
{. … { …
K‘+ K

S 一” , ‘一 D
“一”

:
: 4

(
。 , e , u

)

…万二万
、

万
一

{

K
_

K

Z

一、
(K ,

+ K
3

)

…三三!三三三…Ki+K3=0‘ e 一 D
u 二

H
: 、

畜畜= 1
,

333

K
Z

一专
(K:+K3,

K , 一。

{

“一oe 一 。

K
: + 尺 3 = o

}
。一刀。二o

三
、
刀 ;

:
在有限元中应用例子

以T ,
m

o s
h

e n
k
。
梁和 M in dl in 板理论为基咄构造梁板单元是避免经典梁

、

板单元中C
‘

问

题的有效途径
。

然而
, 用剪切梁或板单元分析细梁 或 薄 板 时

,

往 往 会 出 现 剪 切 自锁现

象
「”

。

下面
,

我们指出用汀
: :
可以自然地避免剪切自锁现象

。

在H
: ,

中令K
3~ K 。

= K
: 。

~ o
,

并且 (1) 选择常用 的C
。

类插值函数作为位 移 场; (2 )剪

切应变取为零
,
弯曲应变由位移场计算

,
则应变能便达式可写成

:

U :,
= U

。
+ 人

‘
U

:

( 3

.

1
)

式中U
‘, 仃

‘

为弯曲
、

剪切应变能
,
而“

’

则为任意常数
·
F

r ‘
ed[

13

一 曾建议取 、
/
一c

·

(勺
2

(C为任意常数 ,
h 和l为板单元厚度及边长) 来平衡弯曲应变能与剪切应变 能

。
H

u
g h

e : ” 。

引用适用有限元分析的剪切校正因子的概念
,
给出几

‘

的物理直观解释
。

本文则从变分原理的

严格推导说明厂是任意常数的合理性
。

下面 ,
分别讨论梁

、

板的情形
。

(
1
) T i m

o s
h
e n

k
o

梁

对于文献〔9
、

1 0 〕中的两节点T im
oshenk o梁单元

,
若取

12E 了2

1
2人 2帝 G

( 3

.

2 )

则T im
oshenko梁单元退化为B

ern ouli一E u
l
e r

梁单元
,
从而避免了剪切自锁现象

。

中
, 1
为截面回转半径

; l为单元 长度
; K .为剪 切修正因子

; 刀
、

G 为弹性常数
。

(
2

) M i
n
d l i

n

板单元

针对文献〔9 」中的单元S
, ,

若取

厂 = 几

二 “
t
“
l 忿

6(1一产)火“ .
A 云

可以避免剪切自锁现象
。

式中 人为任意常数
; 拜为泊松比

; t为板厚
; A 。

单元面积
;

元两对角线长度平方和的一半
。

表 3 和表 4 给出了计算结果
。

结果表明 久= 1
.
0消除惩罚项

,

从根本上避免剪切 自锁现象的发虫
,
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表 3 中心作用集中力四边固支方板的中点无t 纲挠度 夕
平 D
叹L Z

一 X 10
4

A C

一…
文献〔11〕 误 ·

文献〔91 5
1 误差 一本文入= 1

.
D 误 差

一OD
‘

单一
�
硕

谧 2x 2

刁_
二 4 x 4

8 又 8

6 1
.
3 4 4

5 8
.
0 2 5

5 6

.
7 2 1

十 9
.
3 1

十 3
.
3 9

十1
_
0 7

5 6
.
4 6 0 + 0

.
6 0 5

5 6
.
4 1 7 + D

.
5 2 9
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