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单轴对称截面圆弧拱平面外稳定性研究

杨永华 1，吴  杰 2 

(1. 上海师范大学建筑工程学院，上海 200234；2. 同济大学土木工程学院，上海 200092) 

摘  要：根据变分原理推导了任意开口薄壁截面曲梁的稳定平衡方程。单轴对称截面圆弧拱在均布径向荷载(均匀

受压)或两端作用大小相等、方向相反的端弯矩(均匀弯曲)作用下，平衡方程中曲率平面内的变形和曲率平面外的

变形相互独立，故要么发生曲率平面内弯曲失稳，要么发生曲率平面外的弯扭失稳。给出单轴对称截面圆弧拱在

这两种受力情况下平面外屈曲荷载的理论解答。通过一些无碍结果的近似使所得公式形式简洁，便于在工程中应

用。最后给出了计算实例，与已有的文献进行比较，并使用通用有限元软件 ANSYS 进行了模拟，分析结果与该

文计算结果吻合，证明了所得公式的正确性。 

关键词：圆弧拱；单轴对称截面；平面外稳定；稳定平衡方程；弯扭屈曲荷载；理论解 
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OUT OF PLANE STABILITY OF MONO-SYMMETRIC CIRCULAR 
ARCHES 

YANG Yong-hua1 , WU Jie2 
(1. College of Civil Engineering, Shanghai Normal University, Shanghai 200234, China;  

2. College of Civil Engineering, Tongji University, Shanghai 200092, China) 

Abstract:  The differential equations of stability are derived by the principle of variation for arbitrary 
thin-walled curved beams. When mono-symmetric arch is subjected to uniformly distributed radial load (uniform 
compression) or to equal but opposite end moments (uniform bending), its in-plane displacements are uncoupled 
with out-plane displacements, so it undergoes either in-plane flexural buckling or out-plane flexural-torsional 
buckling. Theoretic solutions are obtained for mono-symmetric circular arches under uniform compression and 
under uniform bending respectively. The equations are simple enough to be applied in engineering. Numerical 
examples are presented to validate the equation, observing good agreement with the result calculated by finite 
element software ANSYS and previous theoretical.  
Key words:  circular arches; mono-symmetric; out of plane stability; governing differential equations; 

flexural-torsional buckling load; theoretic solution 
 
曲梁由于初始曲率的存在导致梁内弯矩和扭

矩的耦合，特别是薄壁曲线梁，除纯扭转外，还相

应伴随有翘曲以及畸变的影响，使得对曲线梁的研

究相对直梁就更加复杂。已有曲梁理论所研究的大

都只针对双轴对称截面[1―6]，考虑截面不对称性影

响的研究较少[7―9]。本文推导了任意开口薄壁截面

曲梁的稳定平衡方程，给出了单轴对称截面圆弧拱

在均匀受压和均匀受弯作用下的弯扭屈曲荷载的

理论解。为了验证本文推导的理论解的正确性，文

中还给出了数值实例加以验证。 

1  平衡微分方程的推导 
为便于推导，选用如图 1所示的两种坐标系：

1) x-y-z笛卡儿坐标系，原点在截面形心 C，x轴、y
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轴为截面形心主轴，其中 x坐标轴沿构件半径方向，
z 轴沿截面形心轴切线方向，截面剪心 S 在此坐标
系中的坐标为(xS, yS)；2) r-y-θ为圆柱坐标系，原点
在构件轴线的曲率中心 O， r轴与 x轴方向相同，
并且有关系式 r x R= + ，其中 R为截面形心处的曲
率半径，RS为截面剪心 S点处的曲率半径。 

 
图 1  薄壁开口截面曲梁的坐标系 

Fig.1  Coordinate system of a thin-walled curved beam 
薄壁圆弧曲梁截面中面上任意点沿 x、y、z坐

标方向的位移为[10]： 
( )sin ( )(1 cos )S Su u y y x xβ β= − − − − −     (1a) 
( )sin ( )(1 cos )S Sv v x x y yβ β= + − − − −     (1b) 

( ) cos sinS
ww w x x u v
R

β β
  ′ ′= − − − + −    

 

( ) cos sinS
wy y v u
R

β β
  ′ ′− − − −    

 

1 sin coswu v
R R

ω β β β
   ′ ′ ′− − +      

    (1c) 

式中：u、v、w、β 分别为截面形心点沿 x、 y、
z坐标方向的位移和截面任意点绕形心轴的转角；
( ) d( ) / dz′ = 。 

设 L
zε 、 L

xzγ 、 L
yzγ 为应变的线性部分， N

zε 为纵

向应变的非线性部分，根据应变和位移的关系   
可得： 

( )L
z S

S

R u R ww x x u
r R R R

ε
 ′   ′ ′′= + − − − −    
    

 

2( )S
S S S

R R R Ry y v v
r R R R R

β
ω β

   
′′ ′′ ′′− + − −   

     
(2a) 

( )L
xz S

S S

R R vy y
R r x r R

ω ω
γ β

  ′∂  ′= − − − −   ∂   
  (2b) 

( )L
yz S

S

R R vx x
r R y R

ω
γ β

  ′∂  ′= − − −  ∂   
         (2c) 

2 21 ( )
2

N
z S

S

R w Ru x x
R R r

ε
   ′= − + − − ⋅   

   
 

2

2 S
S S

R Rv v y y
R R R R

β ω
β β

   ′′ ′ ′+ + + − − ⋅   
  

 

2

22S

w w v Ru u
R R R r

β
′ ′    ′′ ′− + − + ⋅        

 

( )
2 2

2( )S S
vy y v x x

R R
ω

β β
 ′    ′ ′ ′− + − + + −    

     
(2d) 

薄壁构件通常应考虑的应力主要有正应力 zσ
和剪应力 zxτ 、 zyτ ，曲梁的总势能为： 

1 ( 2 )d
2

L L L N
ij ij ij ijV

Vσ ε σ εΠ = + −∫  

0
( )d

s
x y z zq u q v q w m zβ+ + +∫          (3) 

式中： xq 、 yq 分别表示作用在 x方向和 y方向的横

向分布荷载； zq 为形心线上的轴向分布荷载； zm 为
分布扭矩。将式(2)代入式(3)，可得到曲梁的总势能。
根据势能驻值原理，总势能的一阶变分为零可得到

平衡微分方程： 
2

2 2

2y y SS xxxEI EI xx EA EIuEA w
R R R R R

 ′ ′′− + + + − + ⋅  
   

 

2
2y

S
EIw w uu x EA u

R R R R
′′ ′′ ′    ′′′ ′′′− + + − + + +    

    
 

2 2
S y xxyS S

S
y EI EIx y EA v y EA

R RR R
β ′  ′′′+ − + − ⋅  

  
 

1 1 yxx

S S S

MEI vv N
R R R R R R

ωβ
β

′ ′′′    ′′′ ′′′+ − − − − ⋅    
    

 

1
x S

S S

Bwu M y N
R R R

ω β
′   ′ − + − − −   

    
 

2
1

x S z
SS

BM y N v q
RR

ω 
′− − = 

 
               (4a) 

2 2 y Sxxx
y S

EI xEIEA uw EI x EA
R R R R

  ′ + + + − + ⋅  
   

 

2
2yIV

S
EIw u wu x EA w

R R R R
′′′ ′′ ′    ′′′− + + + − +    

    
 

S y xxy IV
S S

y EI EI
x y EA v

R R R
β ′′  + − + +  

  
 

IV
IVS xx

S S

y EA EI vv
R R R R

ωβ
β

  ′′ + − − −  
   
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S

M BwN u M y N
R R R

ω β
′′′       ′− − + − − −      

       
 

  

C 
S 

P 

S 

ρ 
O1 

s 

n 

xS 

y S
 

r 

C 

R 

O 

y θ R 

C 

y 
x 

z 

y 

x 



 工    程    力    学 29 

  

1
x S x

S S

BM y N v q
R R

ω
′  

′− − =  
  

            (4b) 

2 xyy IV
x S

EI
EI y EA v

R R
β  ′′ + − + −  

  
 

1 IV
IVx

S S

EI vEI
R R R

ωω
ω β

  − − +  
  

 

S y xxy IV
S S

y EI EI wx y EA u
R R R

  ′′′ + − − +  
  

 

2
IVxx

S
S

EIu wy EA w u
R RR

ω′′ ′′′   ′′′ + + − −   
   

 

2
2xy IV IV

S S S S

EI GJ vv
R R R RR

ω β
β β

   ′′ ′′
′′− − + − +   

   
 

[( ) ]y S x S
S

B wM x N M y N u
R R

ωβ
   ′ ′ ′+ − − − − +   

    
 

S
y

y S y
MWM x N N v q

R R
β

′    
′ ′+ + − + =    

    
 (4c) 

21 xyy x
x S

EI EIEI y EA v EI
R R R R

ωω
ω

β    ′′+ − + + − ⋅        
 

IV
IV S

S

y EAv uw
R R R

β
   ′− + + −   

  
 

IVxx

S S

EI w vu GJ
R R R

ω β
 ′′′ ′′  ′′− − − +  

   
 

1 S y xxy
S S

S

y EI EI wx y EA u
R R R R

  ′ ′′+ − − −  
  

 

1 2 ( )xy IV
y S

S S

EI
v v M x N v

R RR R
ω β ′′

′′ ′ ′− + − + + 
 

 

( )y S x S
S

B wM x N M y N u
R R R

ωβ   ′ ′′+ + − − − −  
  

 

( )
S

c y S z
WW M x N v m
R

β
′  

′ ′ ′+ + + =  
   

      (4d) 

其中： 1d
A

A A= ∫ ； 2dx A
I y A= ∫ ； 2dy A

I x A= ∫ ；

2d
A

I Aω ω= ∫ ； dxy A
I xy Aω ω= ∫ ； 3dxxx A

I x A= ∫ ；

2 dxxy A
I x y A= ∫ ； 2dxyy A

I xy A= ∫ ； 2 dxx A
I x Aω ω= ∫ 。 

2  单轴对称截面圆弧拱的平面外稳定 
对于对称轴位于拱曲率平面内的单轴对称截

面铰支圆弧拱，截面的剪心在对称轴上，即 0Sy = 。 

 

2.1  受径向荷载作用的弯扭屈曲荷载 
圆弧拱在径向均布荷载作用下(图 2)，拱内只产

生轴力 N qR= ，为均匀受压的受力状态。此时， 
0x yM M Bω= = = , 0y z zq q m= = =    (5) 

 
图 2  均匀受压 

Fig.2  Under uniformly distributed radial load 

将式(5)代入稳定平衡微分方程式(4)，曲率平面
内的变形u、w和曲率平面外的变形 v、 β 相互独

立，说明圆弧拱在径向均布荷载作用下要么发生曲

率平面内弯曲失稳，要么发生曲率平面外的弯扭失

稳。和平面外稳定有关的方程为： 
2xyy xyIV IV IV

x
S S

EI EI
EI v v

R R R R
ωβ

β
  ′′ − + − − −  

   
 

2
1 IV

IVx

S S

EI vEI
R R RR

ωω
ω

β
β

 ′′   − − − +      
 

2
2xy IV IV

S S S S

EIGJ v v
R R R R R

ω β
β β

   ′′ ′′
′′ − − − − −   

   
 

2
0 0S

rNv x N
R

β
 

′′ ′′+ + = 
 

                 (6a) 

1 xyy x
x

S

EI EIREI v EI
R R R R R

ωω
ω

β    ′′− + + − ⋅    
   

 

IV
xyIV

S S S

EIv vGJ
R R R

ωβ β
   ′′

′′− − − − ⋅   
  

 

1 2IV
S

S
v v x N

RR R R
β β ′′

′′− + + − 
 

 

2
2 0

0 0c S
rr N x Nv
R

β
 

′′ ′′+ + = 
 

               (6b) 

其中： 2
0 ( ) /x y Sr I I A x= + + ； 

2
0 2 2

2 xy
c x y S

IIr I I A x
R R

ωω 
= + + + + 

 
。 

取位移函数为： 
sin( )v c zµ= , sin( )d zβ µ=         (7) 

α 
R 

O 

A B 

q 
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其中， π / , 1,2,3n S nµ = = ，S为拱轴线展开长度。

这满足拱平面外简支的边界条件： 0z = 或 =z S时，
0v = ， 0v′′ = ， 0β = ， 0β ′′ = 。将式(7)代入式(6)

得到下面的特征方程： 

11 12

21 22
0

A A c
A A d

  
=  

  
           (8) 

为了求 c、 d 的非零解，须使特征方程的系数行列
式为零，展开式(8)可得到关于临界荷载的二次   
方程： 

2 0AN BN C+ + =            (9) 
其中： 

4 2
2 20 0

0 2 2 2
S S

c S
r x x rA r x

RR Rµ

 
= − − + + 

 
           (10a) 

2
2 0

2 2 3

2
1xy SEI r xB EI GJ EI

R R R
ω

ω ωµ
  

= + + − + +  
  

 

2
2 2 0

0 2 2 2 3 2
2 21 S S S

x c
r x x xEI r GJ

R RR R R
µ

µ µ

   
− + − + −   

  

(10b) 
2 2

2
2 2

1xy
x

EIGJC EI EI
R R

ω
ω µ

µ

      = + − −    
      

(10c) 

当 R → ∞时，曲梁变为直梁，此时： 
2 2

0 SA r x= −                               (11a) 
2 2

2 2
0 0

π π ( )x x
n nB EI GJ EI r r P P
S Sω ω

   = + + = +   
   

 

(11b) 
2 2

2
0

π π
x x

n nC EI EI GJ r P P
S Sω ω

    = + =    
     

   (11c) 

其中，

2π
x x

nP EI
S

 =  
 

，

2

2
0

1 πnP EI GJ
Srω ω

  = +  
   

，

分别为轴心受压直构件平面外弯曲屈曲荷载和扭

转屈曲荷载。代入式(9)可得： 
2 2

0
2

0

( ) ( ) 4 [1 ( / ) ]
2[1 ( / ) ]

x x x S
x

S

P P P P P P x r
P

x r
ω ω ω

ω
+ − + − −

=
−

 

(12) 
式(12)与文献[11]中单轴对称轴心受压简支直

杆的弯扭屈曲荷载相同。可见，当 R → ∞时，单轴
对称截面铰支拱的纯压弯扭屈曲荷载可回归到单

轴对称截面轴心受压直杆的弯扭屈曲荷载公式。 
在实际工程中，式(10)中划线部分较其它项较

小，可略去以简化计算公式，代入式(9)可得单轴对

称截面圆弧拱在径向均布荷载作用下的屈曲临界

轴力的简化公式为： 
2

1 1 2

3 3 32 2
w x w x w x

cr
P P P P P PN η η η

η η η
   + +

= − + +   
   

 (13) 

其中： 

1 4 2 2 2 2
0 0

11 Sx
R r r R

η
µ µ

= + −            (14a) 

2

2 2 2
11
R

η
µ

 
= − 

 
                 (14b) 

2

3 2 2 2
0 0

1 S Sx x
r R r

η
µ

= − +                (14c) 

2.2  受均匀弯矩作用的弯扭屈曲荷载 
简支圆弧拱在两端等弯矩作用下(图 3、图 4)，

拱内只产生均匀弯矩，此时： 
0xN M Bω= = = ， yM M= ， 0x y zq q m= = =  (15) 

   
图 3  正弯矩               图 4  负弯矩 

Fig.3  Positive bending      Fig.4  Negative bending 

将式(15)代入平衡微分方程式(4)，曲率平面内
的变形u、w和曲率平面外的变形 v、β 相互独立，

说明简支拱在两端等弯矩作用下也是要么发生曲

率平面内弯曲失稳，要么发生曲率平面外的弯扭失

稳。和平面外稳定有关的方程为： 
1xyy IV x

x
S

EI EIEI v EI
R R R R

ωω
ω

β  ′′   − + − − ⋅        
 

2
2IV

xyIV IV IV

S S S

EIv v
R R R R

ω β
β β

   ′′
− − − − +   

  
 

021 0x

S S

GJ v M v M
R R R R

β
β β

 ′′  ′′ ′′ ′′− − + + =   
  

(16a) 
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    
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式中， 3 2
0 ( ) d /(2 )x y SA

x xy A I xβ = − + +∫ ，是单轴

对称截面的几何性质，称为不对称截面常数。 
取式(7)的位移函数，代入式(16)，得到类似于 

式(8)的特征方程，令特征方程的系数行列式为零，
展开可得到关于临界弯矩的二次方程： 

2 0AM BM C+ + =            (17) 
其中： 

2
0 0

2 2 2
2 41 1 x xA

RR R
β β

µ

 
= − − − 

 
              (18a) 

2 2
2 2

1 1( 2 ) 1xy xB EI EI GJ EI
R Rω ωµ µ

µ
 

= + + + − − 
 

   2 2
0 2 2 2 4

222 xy
x x

EIEIGJEI
R R R R

ωωβ µ µ
  − + + +  
  

 

(18b) 
2 2

2
2 2

1xy
x

EIGJC EI EI
R R

ω
ω µ

µ

      = + − −    
      

(18c) 

当 1n = 时，求解式(17)，即可得到最小的弯扭屈曲
临界弯矩。 
当 R → ∞时，曲梁变为直梁，此时： 

1A = − , 2
02 x xB EIβ µ= , 4

2 x
GJC EI EIω µ
µ

 
= + 

 
 

(19) 
代入式(17)可得： 

2 2
0 0 0 21cr x x x

x

I GJM EI
I EI
ω

ω

µ β β
µ

  
 = + + + 
   

 (20) 

式(20)与均匀受弯的单轴对称简支直梁的临界
弯矩相同[11]。可见，当 R → ∞时，单轴对称截面均
匀受弯拱的弯扭屈曲荷载公式可回归到单轴对称

截面均匀受弯直梁弯扭屈曲荷载公式。 
在实际工程中，式(18)中划线部分相比较其它

部分值较小，可略去使屈曲荷载公式更为简化，求

解式(17)可得均匀受弯简支拱的弯扭屈曲临界弯矩
的简化公式： 

2
cr xM EI µ= ⋅  

2 2
2

0 0 2 2
π 1

πx x
x

I GJ
I EI
ω

ω

α
β β

µ

  − ′ ′± + + 
   

 (21) 

其中： 

0 0 2 21
22π

w
x x

x w

IS GJ
S I EI

α α
β β

µ
 ′ = − − + 
 

   (22) 

其中，α /rad 为拱圆心角。式(21)中正负号取正号

时，为图 3所示的正弯矩作用下的弯扭屈曲荷载；
取负号时，为图 4所示的负弯矩作用下的弯扭屈曲
荷载。 

3  算例 
3.1  受径向荷载作用 
采用 Lim论文[9]中的算例，构件截面为单轴对

称工字形截面(图 5)，对称轴位于拱曲率平面，拱轴
线展开长度 S=1000mm，上翼缘宽度 B1=14.4mm，
下翼缘宽度 B2=2mm，截面高度 H=15.8mm，翼缘
厚度 tf =1.42mm，腹板厚度 tw=1.38mm。弹性模量 
E=63000N/mm2，剪切模量 G=27000N/mm2。有限

元结果为利用通用有限元软件 ANSYS 进行模拟的
结果，采用 SHELL63 壳单元，沿腹板划分 7 个单
元，沿上翼缘宽度方向划分 6个单元，沿下翼缘宽
度方向划分 2 个单元，沿拱轴线方向划分 100 个  
单元。 

 
图 5  截面示意图 

Fig.5  Section 

表 1给出了单轴对称截面拱受径向均布荷载作
用下的屈曲荷载。从表 1 中可看出本文和 Lim[9]、

Trahair[8]的理论分析结果以及有限元的数值模拟结

果都比较接近，说明本文对单轴对称拱的理论推导

和所作的简化是合理的。单轴对称截面铰支拱在径

向均布荷载作用下，屈曲荷载随着拱圆心角的增大

而逐渐减小，当圆心角为 180°时，屈曲荷载为零，
这时拱可绕其两端点连线作刚体自由转动，对平面

外屈曲没有抵抗能力。 
表 1  单轴对称截面拱受均布径向荷载作用下的 

 弯扭屈曲荷载 Ncr /kN 
Table 1  Flexural-torsional buckling load Ncr of 

Mono-Symmetric arch under uniformly distributed radial load 

圆心角α 
研究者 

0° 30° 60° 90° 120° 150° 180° 
Lim等[9] 221.0 121.3 42.37 15.25 4.94 0.98 0.00 

Trahair等[8] 221.1 121.7 42.49 15.28 4.94 0.98 0.00 
式(9) 221.0 121.3 42.37 15.25 4.94 0.98 0.00 

简化式(13) 221.0 120.9 42.26 15.22 4.93 0.98 0.00 
有限元结果 221.2 123.3 43.41 15.59 5.05 1.02 0.03 

x 

H
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x S
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 y 

t f 
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tw 
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3.2  受两端等弯矩作用 
采用和 3.1 节算例相同的截面尺寸和材料属

性，拱轴线展开长度为 S=500mm。有限元分析采用
ANSYS软件中 SHELL63壳单元，沿腹板划分 7个
单元，沿上翼缘宽度方向划分 6个单元，沿下翼缘
宽度方向划分 2 个单元，沿拱轴线方向划分 50 个
单元。 
表 2、表 3 分别给出了单轴对称截面简支拱在

正弯矩作用下和负弯矩作用下的屈曲荷载的相对

值 0/cr crM M ，即单轴对称截面拱的屈曲荷载和相

应直梁的弯扭屈曲荷载(式 20)的比值。从表 2中可
看出，在正弯矩作用下(图 3)，本文式(17)和简化  
式(21)的计算结果和 Lim[9]的理论分析结果以及有

限元的数值模拟结果都比较接近，而 Trahair[8]的理

论值较低。本文简化公式(21)的形式简洁了很多，
可见在对公式的准确性影响不大的情况下所作的

简化是合理的。单轴对称截面铰支拱在正弯矩作用

下，屈曲荷载随着拱圆心角的增大而逐渐减小，当

圆心角为 180°时，屈曲荷载为零。在负弯矩作用下，
在荷载达到表 3中的值之前，构件已发生局部屈曲，
因此未给出有限元分析结果。从表 3中可看出，在
负弯矩作用下(图 4)，本文结果和 Lim[9]、Trahair[8]

的理论分析结果都比较接近。单轴对称截面铰支拱

在两端相等的负弯矩作用下，屈曲荷载随着拱圆心

角的增大而逐渐增大。 
表 2  单轴对称截面拱受两端正弯矩作用下的 

弯扭屈曲荷载的相对值 Mcr/Mcr0 
Table 2  Flexural-torsional buckling load Mcr/Mcr0 of 

Mono-Symmetric arch under positive bending 

圆心角α 
研究者 

0° 30° 60° 90° 120° 150° 180° 
Lim等[9] 1.000 0.608 0.364 0.216 0.120 0.052 0.00 

Trahair等[8] 1.000 0.598 0.335 0.172 0.073 0.018 0.00 
式(17) 1.000 0.612 0.368 0.218 0.119 0.048 0.00 
简化式(21) 1.000 0.618 0.377 0.229 0.130 0.058 0.00 
有限元结果 0.990 0.604 0.364 0.219 0.123 0.053 0.00 

表 3  单轴对称截面拱受两端负弯矩作用下的 
弯扭屈曲荷载的相对值 Mcr/Mcr0 

Table 3  Flexural-torsional buckling load Mcr/Mcr0 of 
Mono-Symmetric arch under negative bending 

圆心角α 
研究者 

0° 30° 60° 90° 120° 150° 180° 
Lim等[9] 1.000 1.568 2.350 3.274 4.272 5.310 6.369 

Trahair等[8] 1.000 1.580 2.358 3.269 4.253 5.278 6.326 
式(17) 1.000 1.570 2.353 3.275 4.270 5.305 6.361 
简化式(21) 1.000 1.574 2.356 3.274 4.265 5.294 6.345 

4  结论 
(1) 采用精确的翘曲位移表达式，根据变分原

理给出了任意截面曲梁的平衡微分方程。 
(2) 单轴对称截面圆弧拱在径向均布荷载作用

下或两端等弯矩荷载作用下，要么发生曲率平面内

弯曲失稳，要么发生曲率平面外的弯扭失稳。 
(3) 给出了单轴对称截面圆弧拱在均布径向荷

载和两端等弯矩荷载作用下的弯扭屈曲荷载的理

论解。在推导中对一些无碍结果的项进行了简化，

有效减小了公式的冗长，更有利于在实际工程中的

应用。通过数值算例的比较验证了所推导公式的正

确性。 
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