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平动矩形贮箱刚-液耦合非线性动力学研究 

吕  敬，*李俊峰，王天舒 

(清华大学航天航空学院，北京 100084) 

摘  要：首先应用 H-O 原理建立了矩形贮箱刚-液耦合系统平动的耦合动力学模型，在贮箱水平运动情况下，给

出满足边界条件的速度势函数和液面波高的级数表达式，采用伽辽金法离散，将动力学模型转化为常微分方程组，

在给定贮箱运动规律和给定外力规律两种形式下，分析了刚-液耦合系统固有频率变化规律，并应用多尺度法对系

统的一阶主共振进行解析分析，研究了液体稳态解的幅频曲线，均发现跳跃及软、硬特性随液深转换的现象，在

给定水平外力下，得到液体稳态解的同时还可得到刚体稳态解，两者定性性态相同。最后用数值法验证了解析解

的正确性。 
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STUDY ON NONLINEAR DYNAMICS OF RIGID-LIGUID COUPLING  

RECTANGULAR TANKS UNDER HORIZONTAL EXCITATION 

LU Jing , 
*
LI Jun-feng , WANG Tian-shu 

(School of Aerospace, Tsinghua University, Beijing 100084, China) 

Abstract:  Based on ideal fluid assumption, the coupling dynamic equations of rigid tank and nonlinear sloshing 

of liquid are established through H-O principle with surface tension and damping considered. The modified 

potential function and wave height function are introduced to describe the moving boundary of fluid and rigid 

tank which is forced in surge. Galerkin’s method is used to discrete the dynamics equations into ordinary 

differential equations. Both the movement and the motivation of rigid tank are considered. The natural frequencies 

of the rigid-liquid coupling system are formulated with liquid depth, the length of the tank, and etc. The nonlinear 

dynamics of the rigid-liquid coupling system is investigated analytically. Using the multi-scale method, the 

amplitude-frequency response is obtained and the jumping phenomenon is observed. It is also observed that as the 

depth of liquid decreases, the soft and hard characteristics transform to each other. Subsequently, the effects of all 

factors are studied in detail. Under the condition of giving horizontal excitation, we also can analyze the stable 

solution of the rigid, which is the same as liquid in qualitative analysis. Finally, compared to the numerical 

solution, the analytic solution proves to be feasible. 

Key words:  rigid-liquid coupling system; nonlinear dynamics; natural frequency; multi-scale method; soft /hard 

character; critical depth 
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刚-液耦合系统在工程实际中十分常见，例如装

有液体燃料的航天飞行器、飞机中带燃料的金属油

箱、液化天然气储罐。刚-液耦合振动问题常常会导

致系统的动力不稳定，甚至造成结构破坏。对刚-

液耦合系统的动力学问题进行完整详尽的理论分

析，可以深入的研究耦合机理、预测系统的重要非

线性动力学现象，为系统的设计和分析提供理论参

考。 

关于耦合系统的非线性动力学特性的研究最

早起始于 20 世纪 50 年代，V.V.Rumjantsev 等[1]于

1954 年首次提出利用 H-O 原理推导了刚-液耦合系

统的动力学方程，Abramson H N 

[2]和 Odd M. 

Faltinsen
[3]直接采用伯努利方程建立了耦合系统中

液体晃动的动力学方程，单独研究了液体子系统的

非线性动力学特性，在研究耦合问题时，Abramson 

H N
 [2]采用基于线性理论的等效模型，但在分析中

不能将未耦合的液体非线性晃动叠加到刚体的线

性振动上来描述。近几年，马兴瑞[4]、尹立中[5]、

Odd M. Faltinsen
[6,7]等考虑了刚体对液体运动的作

用和影响，解析分析了在给定贮箱运动规律下耦合

系统中液体的非线性晃动特性，并与实验比较，验

证了理论方法的正确性。陈科等[8]根据 H-O 原理建

立了充液贮箱内刚体平动与液体非线性晃动的耦

合动力学方程并进行了数值模拟，通过与 ALE 有

限元方法、边界元方法的结果进行比较，验证了方

法的正确性。在数值计算方面，王士敏和王照林[9]

提出浮标接力法，能准确地描述自由液面，曾江  

红[10]，徐刚[11]利用 ALE 方法将储液容器作为大型

薄壁结构和大晃动粘性流体组成的流固耦合问题

进行数值研究，岳宝增[12,13]将任意的拉格朗日-欧拉

运动学描述引入到 Navie-Stocks 方程中，用 ALE 分

布有限元法对圆筒形贮腔内的液体大幅晃动进行

了数值模拟，李遇春等[14]利用边界元方法对水槽中

的液体非线性晃动问题进行数值模拟，但以往的研

究工作都没有涉及解析分析在给定外力下的耦合

系统非线性动力学特性，此时需要同时考虑刚体和

液体运动之间的相互作用、相互耦合。 

本文考虑液体表面张力和阻尼的影响，应用

H-O 原理建立了矩形贮箱刚-液耦合系统在外力作

用下平动的耦合动力学模型。针对矩形贮箱刚-液耦

合系统的二维晃动问题，在贮箱水平运动情况下，

给出满足动边界条件的速度势函数，并给出势函数

和液面波高的级数表达式，随后采用伽辽金法离

散，将动力学模型转化为一阶非线性常微分方程

组。解析地分析了在给定贮箱运动规律和给定外力

规律两种形式下刚-液耦合系统固有频率的变化规

律，用解析法分析了平动矩形贮箱刚-液耦合系统一

阶主共振时的非线性动力学特性，均发现液体稳态

解的幅频曲线具有跳跃及软、硬特性随液深转换的

现象，随后详细分析了各种因素对临界液深的影

响，在给定外力下，得到液体稳态解的同时还可得

到刚体的稳态解，两者定性性态相同，具有跳跃现

象和相同的软、硬特性，最后数值解验证了近似解

析解的正确性。 

1  系统动力学方程 

1.1  耦合系统动力学模型 

设充液系统为刚-液耦合系统，液体不可压缩，

流动无旋，动力粘性系数  和密度  为常数。刚-

液耦合系统做平面运动，OXYZ 为惯性坐标系，oxyz

为刚体固连坐标系，假定刚性贮箱为矩形贮箱，贮

箱可沿 ,y z 两个方向平动。 S 为自由液面， 0S 为未

扰静液面， wS 为固壁与液体接触面， 为液体区域，

 为波高， a 为液深，b 为贮箱长度。 

  

图 1  贮箱模型和坐标系示意图 

Fig.1  Tank and coordinates 

系统的动能为刚体部分和液体部分的动能之和： 
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其中 为液体速度势函数，M 为刚体质量、U 为刚

体位移。 

系统的势能为液体的重力势能和表面张力势

能之和[9]： 
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d
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其中， 1 2, ,   分别表示液体与气体、液体与刚体、

气体与刚体之间的界面上单位长度范围内作用的

表面张力系数，S 为自由液面， 、 分别为湿润

和非湿润腔壁的表面。 

引入液体的耗散函数，其中 为刚体固连坐标

系下的速度势函数： 



 工    程    力    学 3 

 

{ }d
v

R V                 (3) 

考虑到流体的不可压条件，H-O 原理写成： 

  
1

0
( d i v d ) d 0

t

v v

v

T R r p r t


           F  

(4) 

式中 p为流体内部压强， vF 是作用在第 v个点上的

非有势力向量。 

考虑到刚体平动，势函数 必须在液体和刚体

接触面上满足动边界条件 nU
n





 ( wP S )。为了方

便研究非惯性系下流体的运动情况，引入势函数

y zyU zU  使得： 

y zyU zU                  (5) 

其中 满足定边界条件： 

0 wP S
n


 


              (6) 

在自由液面满足运动学边界条件： 

=t F P S                 (7) 

式中 F z   为自由液面。 

根据变量 U， 的独立性，并应用边界条件 p   

0p K ，其中 0p 为常数，可以引入到 的形式中，

可得系统的耦合动力学方程(8)： 
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                 (8c) 

其中： diQ v


   ， v   ， 1F 为激励力。 

1.2  伽辽金法离散 

考虑矩形贮箱刚-液耦合系统的二维晃动问题，

在贮箱水平平动下，波高函数 和速度势函数 表

示为级数形式： 
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n
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其中：
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2  固有频率分析 

(1) 当给定贮箱水平方向运动的速度规律 yu

时， yu 作为已知，刚体和液体运动没有耦合，所以

系统的固有频率与液体耦合前固有频率相同。 
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(2) 当给定水平外力时，对系统一阶非线性常

微分方程组进行分析，可以得出令 
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求得的解即为耦合方程固有频率的精确解，但具

体表达式复杂，下面给出近似表达式： 
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其中： 
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取 1000kgM  ， 3 31 10 kg/m   ， 0.5ma  ， 1mb 

时，近似解与精确解第一阶固有频率误差为 0.09% ，

第二阶固有频率误差为 60.3 10 % ，第三阶误差为

0.03%，所以近似解较准确。 

3  近似解析分析 

3.1  给定水平外力 1 cosf p t  

应用多尺度法研究系统的一阶主共振，取 为

小参数， 1    ，由于 231 2 1a   ，取耦合后

液体一阶固有频率为： 
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引入独立变量 1n
nT t  , 1,2n   , 且将 ,i iu v 表示为： 
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分析中分别取前三阶，且 
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i
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
 ，通过消除 的各阶幂次方程

的永年项，得到关于 ,i ia  的平均方程组： 
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2 2
2 41 2 42 1 2 43 2 3a B a B a a B a a    
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2 2
3 61 3 62 2 3 63 1 3a B a B a a B a a    

观察方程可得出 2 0a  ， 3 0a  ，说明研究耦合系统

一阶主共振时，液体高阶模态幅值均为小量。系数

ijB 表达式复杂，文中略。 

取系统参数： 100kgM  ， 3 31 10 kg/m   ， 1mb  ，

0.001  ， 29.8m/sg  ， 0  ， 1a  ， 0.01  。 

(1) 定液深值 0.5ma  的稳态解分析，可得：

存在跳跃现象，有多稳态解，且此时刚、液稳态解

的幅频曲线均为软特性。如图 2(a)、图 2(b)所示(“„”

为不稳定解，“—”为稳定解)，算例中取 30p  、

刚体初始位移为零。随激励幅值的增大， 1~p a 曲

线当 0  时单调递增，当 0  时存在跳跃现象，

有多稳态解，如图 3 所示。 

 

a1 



 

(a) 液体的幅频曲线 

 

a1 



 

(b) 刚体的幅频曲线 

图 2  幅频曲线 

Fig.2  amplitude frequency response characteristics 

 

a1 

p 

 

图 3  激励 p -幅值 1a 曲线 

Fig 3  p-a1 response 

(2) 变液深值的稳态解分析： 

在实际中，随着燃料的消耗，液深值不断变化， 



 工    程    力    学 5 

 

 

a1 


 

(a) a =0.29 幅频曲线 

 

a1 


 

(b) a =0.37 幅频曲线 

 

a1 


 

(c) a =0.38 幅频曲线 

a1 


 

(d) a =0.5 幅频曲线 

图 4  不同液深情况下的幅频曲线 

Fig.4  Amplitude frequency response in different liquid 

depth 

幅频曲线的软、硬特性随液深转换，液深值较小时

为硬特性、较大时为软特性，如图 4(a)~图 4(d)所示，

给定刚体质量 1000M  ，软、硬特性转换临界液深

约为 0.37~0.38 之间，在临界点附近共振最为剧烈，

工程中应该对液深转换临界点引起重视。 

平均方程组中三次项系数 14 0B  为幅频曲线

软、硬特性转换临界点， 14 0B  时为软特性， 14 0B 

时为硬特性。分析各因素对临界液深的影响： 

① 随着刚体质量与液体密度比值的增大，软、

硬特性转换临界液深增大，如图 5 所示，图 6 中算

例给定重力加速度 9.8g  ， 31 10   ，液深值较小

时幅频曲线为硬特性，较大时为软特性(从左至右

M 500, 1000, 1500, 2000)。 

 

M

a 临界值 

a 临界值  
图 5  临界值aM / 曲线 

Fig.5  / criticalM a  curve 

 

B14 

a
 

图 6  
14a B 曲线 

Fig.6  
14a B curve 

② 重力加速度 g 对临界液深没有影响，如图 7

所示，算例中给定刚体质量 1000M  ，液体密度
31 10   ，临界液深约为 0.37457。 

③ 阻尼  、激励幅值 p 对临界液深没有影响。 

B14 

a
 

图 7  14a B 曲线(g=0.8, 3, 9.8) 

Fig 7  14a B curve(g=0.8, 3, 9.8) 

3.2  给定刚体的水平运动规律 sinyu H t  

随液深变化，幅频曲线具有软、硬特性转换的

现象，如图 8(a)、图 8(b)所示(“„”为不稳定解，
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“—”为稳定解)，仍取系统参数： 3 31 10 kg/m   ，

1b m ， 0.001  ， 9.8g  ， 0  ， 0.01  ， H 0.2

软、硬特性转换临界液深为 0.4848。 

 

a1 


 

(a) a =0.45 幅频曲线 

 

a1 


 

(b) a =0.5 幅频曲线 

图 8  不同液深情况下的幅频曲线 

Fig.8  Amplitude frequency respenes in different liquid depth 

刚体质量与液体密度比值 /M 、重力加速度 g

和刚体的运动幅值 H 对临界液深均没有影响。 

4  近似解析解与数值解的比较 

取系统参数： 100kgM  ， 3 31 10 kg/m   ，

0.5ma  ， 1mb  ， 0.001  ， 9.8g  ， 0  ，取

0.01  ， 1 10.01a a   ， 0  ， 30p  。 

(1) 近似解析解相对波高时间历程(如图 9~  

图 11)： 

 

t 



 

图 9  1  时间历程 

Fig.9  1  surface elevation 

t 



 

图 10  0.05  时间历程 

Fig 10  0 . 0 5  surface elevation 

 

t 



 

t 



 
图 11 0.001   0..80s 和 5990..6000s 时间历程 

Fig 11 0.001   0..80s and 5990..6000s surface elevation 

(2) 数值解的相对波高时间历程 (如图 12~   

图 14)： 

 

t 



 

图 12 1  时间历程 

Fig 12  1  surface elevation 

 

t 



 

图 13  0.05  时间历程 

Fig 13  0.05  surface elevation 
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t 



 

t 



 

图 14  0.001   0..80s 和 5990..6000s 时间历程 

Fig.14  0.001   0..80s and 5990..6000s surface elevation 

比较图 9~图 14 可得如下结论： 

① 近似解析解与数值解的相对波高时间历程

比较，趋势大致相同，但由于截断、近似，近似解

析解会相对于数值解更快地趋于稳态，幅值略小。 

② 由于光滑贮箱内液体的运动存在非常小的

阻尼，所以自由液面波高将以拍的形式缓慢衰减直

至趋于稳态，与文献中实验观察现象相符。 

5  结论 

首先建立了平动矩形贮箱刚-液-弹耦合动力学

模型，分析得出耦合系统的固有频率，可以发现： 

(1) 给定贮箱运动规律时，刚体只单向对液体

运动作用，耦合系统固有频率即为液体固有频率。 

(2) 给定水平外力时，刚体与液体运动耦合，

耦合系统与液体子系统固有频率比较，反对称模态

固有频率增大，对称模态固有频率不变。 

应用多尺度法分别讨论给定贮箱水平运动规

律和给定水平外力时矩形贮箱刚-液耦合系统的一

阶主共振，用数值法对近似解析解进行验证，发现： 

(1) 一阶主共振时，稳态解高阶模态幅值为小

量。 

(2) 给定外力时，刚体与液体稳态解定性性态

相同，幅频曲线存在跳跃现象和同样的软、硬特性。 

(3) 当幅频曲线为软特性时，激励频率小于固

有频率，则随激励幅值增大稳态解具有跳跃和多值

现象，大于等于固有频率，则随激励幅值增大稳态

解幅值连续单调递增；当幅频曲线为硬特性时相

反。  

(4) 随液深变化幅频特性软、硬特性转换，液

深值较小时为硬特性，液深值较大时为软特性。 

(5) 给定外力时，刚体质量与液体密度的比值

影响幅频曲线软、硬特性转换临界液深的大小，通

过变化曲线观察到，随刚体质量与液体密度比值的

增大，临界液深单调递增且具有水平渐进线；但给

定刚体运动规律时，刚体质量与液体密度的比值对

临界液深没有影响。 

(6) 给定外力或给定刚体运动规律时重力加速

度、阻尼、激励对软硬特性转换临界液深均没有影

响。 
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