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摘　要：对于具有不同的拉压模量及软化特性的岩土类材料，提出了不同拉压模量及软化特性的控制参数，采用

双剪统一强度理论推导了球形孔扩张问题的应力及位移的统一解。分析了模量、模型和软化等控制参数对球形孔

扩张时的扩张压力、塑性区开展规律及应力场的影响。结果表明：圆孔极限扩张压力，塑性区的发展规律，应力

场，位移场等均随着模量控制参数、模型参数及软化参数的变化而变化，因此若采用经典的弹性理论、单一的模

型参数及传统的不考虑应变软化来对岩土类的工程材料进行设计计算，必会带来较大的误差。 
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UNIFIED SOLUTION FOR THE EXPANSION OF SPHERICAL 

CAVITY IN STRAIN-SOFTENING MATERIALS WITH  
DIFFERENT ELASTIC MODULI IN TENSILE AND COMPRESSION 
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Abstract:  For strain-softening materials with different elastic moduli of tensile compression, two controlling 
parameters were introduced to take into account the different moduli and strain-softening properties. By means of 
twin shear unified strength theory, unified solutions for calculating stress and displacement fields of expansion of 
spherical cavity were derived. The effects caused by different elastic moduli in tensile and compression, by 
different models and strain-softening rates on stress and displacement fields, and by the development of plastic 
zone were analyzed. The results show that the ultimate expansion pressure, stress and displacement fields, and 
development of plastic zone vary with the changes of elastic moduli, models, and strain-softening properties. If 
classical elastic theory and single model are adopted and strain-softening properties are neglected, large errors 
may be induced. 
Key words:  expansion of spherical cavity; geomaterials; twin shear unified strength theory; elastic theory with 

different moduli in tension and compression; stress-dropping softening model 
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球形孔扩张理论广泛地应用于隧道、井筒、沉

桩等问题的应力分析，以及旁压仪等土工原位测试

仪器的机理分析。Vesic于 1974年分析了球形孔的
扩张问题，并给出了其的一般解[1]。但 Vesic 假定
土体是理想弹塑性体，且土体是拉压模量相同的材

料，这些假定对于一般材料尚可接受，但对于岩土

类材料，势必造成较大的误差。龚晓南曾指出三轴

压缩和三轴伸长试验表明土体抗压与抗拉特性有

较大的差异，不可忽视[2]。而且这类材料的应力应

变关系曲线有明显的峰值，峰值后应力随变形增大

而降低，即出现应变软化，最后达到残余强度，其

典型的应力应变关系曲线如图 1所示。 
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图 1  应变软化的典型关系曲线 

Fig.1  Representative strain-softening curve 

在应变软化范围内，由于应力增量与应变增量

的内积为负值，即为负功，使得数值模拟分析结果

并不唯一，这一现象已由 Prevost[3]和沈珠江[4]提出。

为了突出反映岩土类软化材料达到强度峰值后的应

变软化性质，本文采用应力跌落软化模型来模拟[5,6]，

如图 2所示。 
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图 2  应力跌落软化模型 

Fig.2  Stress-dropping softening model 

1  球形孔扩张问题 

对于具有拉压模量不同及应力跌落软化材料

所构成的球形孔，当孔内壁作用有扩张压力 p时，

其的扩张规律与理想弹塑性材料的球孔扩张规律

不同。 
图 3为无限体中球形孔扩张问题的平面图示，

在孔内壁作用有压力 p时，径向受压，切向受拉。
p较小时，孔周围介质处于弹性状态；当 p值增加
并达到某一临界值 cp 时，孔周围介质将发生屈服，
形成损伤面 cS ；随着 p值增大，损伤面 cS 向外运动，

cS 面上应力发生跌落，形成一个环状球形损伤区
(塑性区 dD )。由于发生应力跌落，故 cS 面为应力间

断面，此面上法向正应力、切平面剪应力连续，而

切向正应力间断，但此面以外仍为弹性区域 eD 。图
3 中 0a 为柱孔半径， a为扩张后球孔半径， 1r 为损

伤面半径， p为孔内扩张压力。 
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图 3  球形孔扩张问题 

Fig.3  Expansion of spherical cavity 
1.1  基本方程 
除了应力应变关系及不同的拉压弹性模量这

两个假定之外，其余假定同 Vesic[1]的圆孔扩张理

论。 
平衡方程： 
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几何方程： 

r
ur

r d
d

=ε ，  
r

ur=θε            (2) 

变形协调方程： 
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根据不同模量的弹性理论[7,8]，弹性变形阶段的

本构方程为： 
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式中： ),,,( −+−+= ννEEfaij ，且通常 jiij aa = ，E和

ν 的上标“＋”和“－”分别代表压缩和拉伸。 
对于球形孔扩张问题： 
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于是式(4)可写成下述形式： 
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由 于 双 剪 统 一 强 度 理 论 能 够 包 含

Mohr-Coulomb 度理论和双剪屈服强度理论等八种
强度准则，且具有统一的数学表达式[9,10]，因此塑

性变形阶段采用双剪统一强度理论。 
对于平面应变问题[11]，其初始屈服函数为： 

0=−−= srF σησσ θ   (定义于 +
cS 上)    (7a) 

式中：模型参数
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而 m，n 为材料参数，可以通过实验测得拉伸、压
缩、剪切强度 tσ ， cσ ， sτ 后，再由下式确定： 
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后继屈服函数：   
021 =−−= sr kkf σησσ θ (定义于 dD 上)   (7b) 

式中： 1k ， 2k 为损伤软化参数，由试验确定。 

1.2  弹塑性分析的统一解 
(1) 弹性区 eD  
 ( },|{},|{ cce pprrrUpparrD ≤≥≤≥= 1 ) 
选取应力函数 )(rψ ，使 rσ 和 θσ 分别为： 
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结合式(3)，式(4)，式(5)和式(8)可得： 
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解微分方程(9)得： 
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式中： 
A，B为积分常数； t是 r的函数。 
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将式(10)代入式(8)，利用边界条件确定积分常数 A

和 B可得： 
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式中： 
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将上式代入式(6)求得 rε ，再代入式(2)得： 
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上式为 },|{ ce pparrD ≤≥= 上的应力场、位移场计

算公式，对于域 },{ ce pprrD ≤≥= 1 上的公式，只需

将 a改为 1r ， p改为 p′即可。 1r 为塑性区半径， p′

为 +
cS 上的法向应力。 
(2) 塑性区 dD  
( },|{ cd pprrarD ><≤= 1 ) 
孔内压力 p增至为临界扩张压力 cp 时，孔壁开

始进入塑性状态，此时 ar =1 。把式(12)代入式(7a)

得： 
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当 cpp > 时，损伤面 cS 向外扩张，出现应力跌落并
形成塑性环 dD 。 
由式(1)、式(7b)及边界条件 ar = ， pr =σ 可得

域 dD 内的应力场为： 
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当 1rr = 时，
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随着塑性区的扩大，当 p达到极限压力 up 时，
塑性区半径 1r 达到最大半径 maxr ，此时： 
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现用∆表示塑性区平均体积应变，考虑圆孔扩
张后圆孔体积变化等于弹性区和塑性区体积变化

之和，于是可得： 
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将式(18)代入式(17)可得： 
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若采用岩土工程常用的强度指标 c和ϕ，则有
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s 。若再令 n=0，则双剪

统一强度理论变为 Mohr-Coulomb 准则，此时：
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若假定材料为理想弹塑性体且拉压模量相同，即

ϕϕ =r ， ccr = ， −+ = EE ， −+ =νν ，且忽略小量 2β

及 2
0 )/( aa 项，则上式可变为： 
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此式正是拉压模量相同时理想弹塑性材料的极限

扩张压力的解答[12]。上述的 ∆ 是塑性区应力状态的
函数，只有当应力状态为已知值时，才有可能确定

平均塑性应变值 ∆ ，因此常用迭代法求解。 
在弹性区( 1rr ≥ )，结合式(12)及式(14)可得： 
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2  比较分析 

为了分析说明不同的拉压模量，不同的模型和

不同的软化程度对扩张压力、塑性区的开展规律及

应力场的影响，现以 11 =k ， 0∆ = 的双剪屈服材料

为例，考虑不同的拉压模量ξ、不同的模型参数η，

及损伤软化参数 2k 的影响，设 +E =1.0× 105kPa，
31002 ×= .sσ kPa， 30.=+ν ， 200 ./ =aa 。 

2.1  极限扩张压力 up 及临界扩张压力 cp 随ξ、 
η及 2k 的变化 
从图(4)中可以看出，极限扩张压力 up 值随 2k

的增大而升高，在相同的 2k 下，随ξ值的减少而增
大。图(5)中，极限扩张压力 up 随 2k 值的减少而降
低，随η值的增大而增大。而在图(6)及图(7)中，相
同的 2k 情况下，临界扩张压力 cp 随ξ或η的增大而

降低。 
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图 4  sup σ/ 随ξ 及 2k 的变化曲线( 1=η ) 

Fig.4 sup σ/ vs ξ  and 2k curves ( 1=η ) 
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图 5  sup σ/ 随η 及 2k 的变化曲线( 50.=ξ ) 

Fig.5  sup σ/ ～η  and 2k  curves ( 50.=ξ ) 
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图 6  scp σ/ 随ξ 的变化曲线( 12 =k , 1=η ) 

Fig.6 scp σ/ vsξ curve ( 12 =k , 1=η ) 
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图 7  scp σ/ 随η 的变化曲线( 12 =k , 0.5=ξ ) 

Fig.7  scp σ/  vs η curve ( 12 =k , 0.5=ξ ) 

2.2  塑性区的开展规律 
从图 8中可以看出，当ξ及η保持不变时， 2k 越

大，扩张压力 p随塑性区半径的增大其增长的越
快。从图 9可见，当 2k 及η保持不变时，扩张压力

p随塑性区半径的增大而增大，但相同塑性半径

时， p却随ξ的增大而降低。在图 10中，当 2k 及ξ
保持不变时，虽然 p随塑性区半径的增大而增大，
但相同塑性半径时， p却随η 的增大呈现先小后大

的特点。 
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图 8  不同 2k 时 sp σ/ 与 ar /1 的关系曲线 

( 50.=ξ , 1=η ) 

Fig.8  s/p σ  vs a/r1 curves with different 2k  

( 50.=ξ , 1=η ) 
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图 9  不同ξ 时 sp σ/ 与 ar /1 的关系曲线( 2k ＝1,η =1) 

Fig.9  sp σ/  vs ar /1  curves with different ξ  

( 1,12 == ηk ) 

2.3  应力场的变化规律 
从图 11可以看出，在某一扩张压力下，当ξ及 
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图 10  不同η时 sp σ/ 与 ar /1 的关系曲线 

( 12 =k , 50.=ξ ) 

Fig.10 s/p σ  vs a/r1 curves with differentη  

( 12 =k , 50.=ξ ) 
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图 11  不同 2k 时 sr σσ / 与 ar / 关系曲线 

(ξ ＝0.5, η =1， sp σ/ =2.5) 

Fig.11  sr /σσ  vs a/r curves with different 2k  

(ξ ＝0.5, η =1， sp σ/ =2.5) 
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图 12  不同ξ 时 sr σσ / 与 ar / 关系曲线 

( 2k ＝1，η =1， sp σ/ =2.5) 

Fig.12 sr / σσ  vs a/r  curves with different ξ  

( 2k ＝1，η =1， sp σ/ =2.5) 

η为一常数时， rσ 随 2k 不同，与 r的关系曲线也不
同，其曲线位置随 2k 的增加而向下移动；对临界扩
张压力 cp (图中虚线与实线相交的位置，下同)而

言，虽然值相同，但其所对应的半径 r却不同。由
图 12 可见，当 2k 及η为一常数时， cp 随ξ的减少
而增大；当半径 r较小时( rσ 达到最大的 cp 之前)，
二者的曲线是一致的，之后 rσ 与 r的关系曲线随ξ
不同出现分叉。图 13中，当 2k 及ξ 保持不变时， rσ

在相同的半径情况下，其随η的增加而降低；临界
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扩张压力 cp 不但其大小随η变化，而且与之对应的

半径位置也不一样。从整体上看，图 11、图 12、
图 13 中的应力状态随半径 r的增加逐渐由塑性区
转化为弹性区， rσ 值也由大变小，但最终都趋向零。 
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图 13  不同η时 sr σσ / 与 ar / 关系曲线 

( 50.=ξ ， 2k ＝1， sp σ/ =2.5) 

Fig.13 sr / σσ  vs a/r  curves with differentη  

( 50.=ξ ， 2k ＝1， sp σ/ =2.5) 

3  结语 

从以上分析可知，材料具有不同的拉压模量、

不同的模型参数及不同的软化程度时，球形孔扩张

问题的扩张压力，塑性区的发展规律，应力场等均

随着模量参数ξ、模型参数η和软化系数 1k 、 2k 的

变化而变化。对岩土类的工程材料(如岩石、结构性
粘土等)而言，若采用经典的弹性理论( 5.0=ξ )、统
一的模型参数 ( η =1)及传统的不考虑应变软化
( 0.11 =k 、 0.12 =k )来进行设计计算，必会带来较大的

误差。 
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